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Introduccion
En el siglo pasado fueron muchos los avances que se dieron en las
ciencias biologicas, en particular, en la siologa humana con la utilizacion
de los modelos matematicos para acercarnos a la comprension de su
fenomenologa siologica, en especial con las ecuaciones diferenciales tanto las
ordinarias como las parciales. Solo por mencionar algunos de los principales
investigadores en este campo tenemos a Hodkin y Huxley en (1952),
[25, 26, 27, 29]; FitzHugh-Nagumo (1961), Hirota, Satsamo (1987), quienes
han colaborado con una serie de modelos matematicos de gran aplicabilidad
en la siologa humana, mostrando el acercamiento con otras disciplinas de
las ciencias exactas para la interpretacion y esclarecimiento del fenomeno
afrontado. Los avances en la computacion hace posible simulaciones en
tiempo real de los fenomenos y esclarecer los procesos optimos que utiliza
la siologa para completar sus procesos funcionales [19].
Desde los siglos XVIII y XIX se ha utilizado la terapia electrica
para el tratamiento de diversas arritmias. Actualmente se considera el
tratamiento de descargas electricas para algunas de ellas, por ejemplo,
para la brilacion. Carl y colaboradores describieron la induccion de la
brilacion ventricular al aplicar corriente galvanica en corazones de perro
en 1850. Posteriormente, Jhon Mewilliam estudio que la electricidad poda
inducir brilacion ventricular en un modelo canino. Esta teora fue utilizada
posteriormente por Batelli y Prevost para demostrar que no solo se induca
brilacion ventricular, sino que ademas, usando la misma corriente se poda
terminar esta arritmia. La teora mas usada en el mecanismo de la brilacion
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auricular es la propuesta por Moe, quien propona que la perturbacion de la
brilacion auricular obedeca a multiples frentes de onda viajando a traves
de la aurcula.
Para tratar ciertos desordenes cardiacos se utilizan corrientes electricas
externas como terapia, como es el caso de la brilacion o Taquicardia
Ventricular (TV) que se maniesta como un ritmo acelerado y caotico del
corazon, el cual impide el bombeo de la sangre al resto del organismo. En este
caso, la vctima necesita una descarga electrica de desbrilacion para corregir
el ritmo del corazon [11, 35, 40, 41, 67]. Este fenomeno ha permitido que se
estudien modelos matematicos para analizar la dinamica y el comportamiento
de estas descargas electricas, en particular, la ecuacion electrica del cable,
los principios de Kirchho y Coulomb, son la base para comprender el
fenomeno de la brilacion, entendida como una cardiopata originada por
una produccion desordenada de potenciales electricos en diferentes puntos
del corazon [5, 20, 52, 53].
El objetivo del presente trabajo es conocer y describir el proceso
electrico en el tejido cardiaco como un fenomeno que puede ser modelado
matematicamente. Esta monografa se apoya en el Trabajo de Investigacion:
Estudio del modelo matematico en la desfrilacion cardiaca de Walter Ciro
y Gustavo Guevara y los apuntes del profesor Jairo Villegas. El estudio del
modelo bidominio se basa en los artculos de Keener, [34, 35, 36, 37, 38, 39].
En ningun momento se pretende que el material expuesto en esta monografa
sea completamente original, nuestro aporte esta en presentar los desarrollos
matematicos, que por lo regular, en los artculos estudiados no se presentan, y
la implementacion computacional del modelo bidominio utilizando el metodo
de los elementos nitos.
El trabajo esta organizado en tres captulos. En el primero se expone en
forma general el funcionamiento del corazon como una bomba que distribuye
a los diferentes organos la sangre rica en oxgeno y recoger la sangre
rica en dioxido de carbono (vease, p.e., [21]). En el segundo se presentan
algunos modelos matematicos que caracterizan la actividad electrica del
tejido cardiaco, como el modelo de Hodkin y Huxley, FitzHugh-Nagumo,
la ecuacion del cable y el modelo bidominio [25, 26, 27, 29, 22, 34, 35, 39]. En
el tercero se describe la actividad electrica del tejido cardiaco y se utiliza el
metodo de elementos nitos para resolver la ecuacion del modelo bidominio
[13, 50, 60, 67].
CAPITULO 1
Fisiologa del corazon
El corazon es un organo muscular situado en la cavidad toracica
directamente detras del esternon. Sus paredes estan formadas por tejido
muscular cardiaco, reforzado por bandas de tejidos conectivo. Todo el organo
esta recubierto de una bolsa brosa resistente, de tejido conectivo que se
llama pericardio. La supercie interna de este saco y la supercie externa del
corazon estan cubiertas de una capa lisa de celulas parecidas a las epiteliales,
sobre las que se extiende un lquido que reduce la friccion al mnimo al latir
el corazon.
Tanto el corazon como todos los vasos estan revestidos de una capa de
celulas lisas y aplanadas, el endotelio, el cual evita que la sangre se coagule en
el interior del sistemas circulatorio. Toda enfermedad o lesion del endotelio
que provoque en el mismo una supercie rugosa, puede ser motivo de un
trombo en la cavidad.
El objetivo de este Captulo es estudiar de manera breve la siologa del
corazon, con el proposito de conocer algunas de las propiedades especiales del
musculo cardiaco y el funcionamiento del corazon en general. Para un estudio
profundo sobre la siologa del corazon, vease por ejemplo, [4, 16, 21, 33, 65].
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1.1. El sistema circulatorio
El corazon, los vasos sanguneos y la sangre en si misma son tres
componentes esenciales que requiere el cuerpo para sobrevivir. El sistema
circulatorio consiste en dos circuitos separados por los cuales viaja la sangre
(el pulmonar y el sistemico). El circuito pulmonar lleva la sangre a los
pulmones para ser oxigenada y la regresa al corazon. En los pulmones es
removido el dioxido de carbono de la sangre y el oxgeno es tomado por
la hemoglobina en los globulos rojos. El circuito sistemico lleva la sangre a
traves del cuerpo para distribuir el oxgeno y regresa la sangre desoxigenada
al corazon. La sangre sin oxgeno llega a la aurcula derecha (AD) a traves de
las venas cavas superior e inferior (VCS y VCI); de la aurcula derecha pasa
al ventrculo derecho (VD) a traves de la valvula tricuspide. El ventrculo
derecho se contrae y enva la sangre a la arteria pulmonar (AP) a traves
de otra valvula (la pulmonar) que evita que la sangre retroceda hacia el
ventrculo. La arteria pulmonar se bifurca en dos arterias una para el pulmon
derecho y otra para el izquierdo (en el esquema de la circulacion normal,
solo se presenta una arteria pulmonar). En el pulmon se oxigena la sangre
y regresa ya oxigenada a la aurcula izquierda (AI) a traves de las venas
pulmonares. De la aurcula izquierda pasa al ventrculo izquierdo (VI) a
traves de la valvula mitral y del ventrculo izquierdo a la aorta (AO) a traves
de otra valvula (aortica). De la aorta nacen innumerables ramas que llevan
la sangre a todos los organos y tejidos. Las primeras de estas ramas son las
arterias coronarias que llevan sangre oxigenada al propio corazon, a la masa
muscular cardaca o miocardio de la que extrae el oxgeno necesario para
seguir latiendo. Los demas organos tambien extraen el oxgeno. La sangre ya
sin oxgeno regresa al corazon, a la aurcula derecha, a traves de las venas
cavas (VCS y VCI), cerrandose el ciclo.
Siguiendo el diagrama mostrado en la Figura 1.1 podemos describir el
camino de la circulacion tanto en el corazon como en nuestro cuerpo. El
recorrido de la sangre se inicia en el ventrculo derecho (1) y se bombea la
sangre por la va (2), hacia las dos arterias pulmonares. Cuando la sangre
uye a traves de los capilares pulmonares (3), estos descargan CO2 y cargan
O2 a la sangre. La sangre rica en oxgeno uye hacia atras a la aurcula
izquierda, por las venas pulmonares (4). La sangre rica en oxgeno uye de
la aurcula izquierda hacia el ventrculo izquierdo (5) (cuando el ventrculo
se abre, la aurcula se contrae). La sangre del ventrculo izquierdo pasa a la
aorta (6), que lleva la sangre rica en oxgeno al sistema superior (7) y tiene
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tambien una ramicacion de arterias hacia abajo (8), que abastece los organos
abdominales y a la parte mas baja del cuerpo. Las arterias transportan la
sangre a traves de las arteriolas, las cuales por turnos la transporta hacia los
capilares. Los capilares se reunen en venulas que drenan e intercambian la
sangre rica en oxgeno por sangre pobre en el. La sangre pobre en oxgeno de la
parte superior del cuerpo es llevada por una vena grande, la cava superior(9).
Igualmente ocurre con la sangre pobre en oxgeno que es drenada y llevada
desde la parte inferior por medio de la vena cava inferior (10). Las dos venas
cavas llevan su sangre a la aurcula derecha (11). Cuando el ujo de sangre
pasa de la aurcula derecha, al ventrculo derecho se completa el recorrido de
la sangre por el cuerpo humano.
Figura 1.1. El sistema circulatorio.
6 Fisiologa del corazon
1.2. Fisiologa del corazon
El corazon esta compuesto por tres tipos principales de musculo: el
auricular, el ventricular y las bras musculares excitadoras y conductoras
especializadas. Los tipos de musculo auricular y ventricular se contraen muy
rapidamente, comparado con el musculo esqueletico. Las bras excitadoras
y conductoras especializadas se contraen solo debilmente debido a que
contienen pocas brillas contractiles. El musculo cardaco es una cavidad
de muchas celulas miocardicas, todas interconectadas, de tal forma que si
se excita una de estas celulas, el potencial de accion se extiende a todas
ellas. Para que la bomba funcione adecuadamente es necesario que las redes
de bras (miocitos) que conforman el musculo auricular y ventricular se
contraigan uniforme y sincronicamente, lo que dispone de una gran union
entre los miocitos dado por los discos intercalares, que es una membrana
que permite el ujo libre de iones, entre celulas, para permitir que el
estmulo electrico, potencial de accion, de un extremo se trasmita linealmente.
El corazon se compone en realidad de dos sincitios [50], el auricular que
constituye la pared de las dos aurculas y el ventricular que constituye las
paredes de los ventrculos. Las aurculas estan separadas de los ventrculos
por el tejido broso que rodea las aberturas valvulares existentes entre las
aurculas y los ventrculos. Los potenciales de accion pueden ser conducidos
de las aurculas a los ventrculos a traves de un sistema especializado
de conduccion, el haz auriculoventricular (AV), de varios milmetros de
diametro. Esta masa muscular cardaca en dos sincitios funcionales permite
que la aurcula se contraiga un poco antes que los ventrculos, lo que hace
efectiva la bomba cardaca.
Figura 1.2. Naturaleza sincitial, entrelazada del musculo cardaco
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La Figura 1.2 muestra un cuadro histologico tpico del miocardio, con bras
cardacas entrelazadas, con bras que se dividen, se reunen y se separan
nuevamente; por lo cual se ve que es un musculo estriado, con miobrillas
tpicas que contienen lamentos de actina y miosina, estos lamentos se
interdigitan y se desplazan unos a lo largo de los otros. Las areas oscuras
que atraviesan el musculo cardaco se llaman discos intercalares. Ademas,
membranas celulares que separan entre s a las celulas musculares cardacas.
Se deduce que las bras musculares cardacas estan compuestas por muchas
celulas individuales conectadas en serie entre s. Las membranas celulares
se fusionan unas con otras de manera que forman uniones permeables
(gap junctions). Los iones se mueven con facilidad a lo largo de los ejes
longitudinales de las bras musculares cardacas, por lo que los potenciales
de accion viajan de una celula cardaca a otra, por intermedio de los discos
intercalares, con reducida resistencia.
La Figura 1.3 ilustra las estructuras de las diferentes clases de vasos
sanguneos y como se conectan estos vasos. Si se mira los capilares en su
centro, ah se forma una capa de nas redes neuronales donde los materiales
son intercambiados entre la sangre y los tejidos celulares. Para cumplir con
este papel, los capilares tienen paredes muy delgadas formadas por una sola
capa de celulas epiteliales, las cuales tambien estan envueltas en una delgada
capa de la membrana.
Figura 1.3. Relacion de la estructura cardiaca
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1.3. Sistema de estimulacion y conduccion
Latir es una funcion propia del corazon, maniesta muy pronto durante
el desarrollo embrionario y que continua durante toda la vida. Todos los
tejidos necesitan suministro constante del oxgeno conducido por la sangre
circulante.
Figura 1.4. El nodo sinusal y el sistema de Purkinje del corazon.
En la Figura 1.4 se muestra el sistema especializado de estimulacion y
conduccion del corazon que controla las contracciones cardiacas. El nodo
sinusal, donde se genera el impulso rtmico normal. Las vas internodales que
conducen el impulso desde el nodo sinusal hasta el auriculoventrcular (AV).
El nodo AV, en el cual el impulso procede de las aurculas se demora antes
de pasar a los ventrculos. El haz AV, conduce el impulso de las aurculas
a los ventrculos. Las ramas derecha e izquierda de las bras de Purkinje,
conducen el estmulo cardaco a todas las partes de los ventrculos. Las bras
o tejido de Purkinje se localizan en las paredes internas ventriculares del
corazon, por debajo del endocardio. Estas bras son bras especializadas
miocardiales que conducen un estmulo o impulso electrico que interviene
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en el impulso nervioso del corazon haciendo que este se contraiga de forma
coordinada. Los estmulos celulares se dan por potenciales de accion, que
no es mas que el cambio brusco de la polaridad de la membrana celular
(despolarizacion) originada por transferencia de iones, que ocasiona una se~nal
y cambios celulares, despues de esto, la membrana vuelve a su potencial basal
o repolarizacion (vease p.e., [16, 21, 65]).
1.3.1. Tejido nodal
El latido del corazon es iniciado y regulado por el tejido nodal, formado
por bras musculares especializadas, los tejidos de Purkinje. Los vertebrados
inferiores, como peces y ranas, presentan en el corazon una cavidad aparte, el
seno venoso, en el cual desembocan las venas y que sucesivamente encaminan
la sangre hacia la aurcula derecha. En las especies mas evolucionadas esta
disposicion desaparece, excepto por un vestigio de tejido nodal que se llama
nodo sinusal o sinoauricular situado en el punto en que la vena cava superior
entra en la aurcula derecha, vease la Figura 1.4.
Hay un segundo nodo, asentado entre las dos aurculas, inmediatamente
por encima de los ventrculos, el nodo auriculoventricular (AV). Desde este
ultimo desciende un haz de bras que se van arborizando a lo largo de
los ventrculos. El nodo sinusal desencadena el latido cardiaco y regula la
frecuencia de contraccion. Por este motivo se llama marcapaso. A intervalos
regulares se propaga una onda contractil desde este nodo sinoauricular por
la musculatura auricular; al llegar al nodo auriculoventricular, el impulso
se propaga a los ventrculos por el haz de tejido nodal. No hay en
realidad conexion muscular entre aurculas y ventrculos; la correlacion
entre sus respectivas contracciones se logra unicamente por el tejido nodal
especializado, el cual propaga los impulsos con rapidez casi 10 veces mayor
que la del musculo ordinario.
La terminacion de las bras del nodo sinusal se fusiona con las bras
del musculo auricular de alrededor, y los potenciales de accion que se
originan en el nodo sinusal salen hacia estas bras, diseminandose por la
masa muscular auricular y nalmente por el nodo AV. Aqu la velocidad es
mas rapida 0.3 m/s, por la presencia de tres peque~nos fascculos de musculo
auricular: fascculo interauricular anterior, medio y posterior, su velocidad
de transmision se debe a la presencia de bras especializadas similares a las
de Purkinje.
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1.3.2. El sistema de conduccion
El sistema de conduccion esta organizado de tal forma que el estmulo
cardaco no pase con demasiada rapidez; este retraso de 0.16 segundos da
tiempo para que las aurculas vacen el contenido a los ventrculos antes
de que comience la contraccion ventricular. Son el nodo AV y las bras de
conduccion adyacentes las responsables de este atraso del estmulo cardiaco.
La causa inicial de la conduccion lenta se debe al tama~no considerable,
respecto de las bras musculares auriculares. La otra causa y tal vez la
mas importante se debe a dos factores: (1) los potenciales de reposo de
la membrana son mucho menos negativos que el resto del miocardio, (2)
existen pocas uniones permeables laxas (gap junctions) entre las sucesivas
celulas musculares. Estos dos fenomenos aumentan la resistencia al ujo de
iones que estimulan a la celula siguiente.
Las bras de Purkinje, las cuales se dirigen a los ventrculos desde el nodo
AV, excepto en su parte inicial, es decir, en la parte que atraviesa la barrera
brosa AV. Son bras mayores que las musculares ventriculares y transmiten
el potencial de accion de 1.5 a 4 m/s. Velocidad seis veces mayor a la del
musculo cardaco. Se cree que su rapidez de respuesta a los estmulos se debe
a las uniones permeables de las paredes de sus celulas (gap junctions).
Por ultimo, la caracterstica del haz AV es la capacidad de no permitir que
los potenciales de onda se devuelvan de los ventrculos a las aurculas por este
conducto. En algunos casos aparecen puentes anormales en la barrera brosa
en un lugar diferente al haz AV, permitiendo la devolucion del estmulo y
causando una grave arritmia.
1.3.3. Ritmo electrico de las bras del nodo sinusal
Muchas bras tienen la capacidad de autoexcitacion, proceso que puede
causar descargas y contracciones rtmicas automaticas. La porcion de este
sistema que muestra la mayor capacidad de autoexcitacion es la formada por
las bras del nodo sinusal [13], [55]. La Figura 1.5 muestra los potenciales de
accion registrados de una bra del nodo sinusal durante tres latidos y, a ttulo
de comparacion, un potencial de accion de una bra muscular ventricular. El
potencial de la bra del nodo sinusal entre descargas tiene una negatividad
de tan solo -55 a -66 mV, comparada con los -85 a -90 mV, de la bra
muscular ventricular. La causa de esta menor negatividad se debe a que las
membranas celulares del nodo sinusal son permeables al sodio. Hay tres tipos
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de canales ionicos de las membranas que desempe~nan un papel importante
en los cambios de voltaje del potencial de accion [22], [68]. Se conocen como:
(1) los canales rapidos de sodio, (2) los canales lentos de calcio-sodio y (3)
los canales de potasio. La apertura de los canales rapidos de sodio durante
unas pocas diez milesimas de segundo es responsable del rapido comienzo
del potencial de accion (en forma de punta) que se observa en el musculo
ventricular, debido a la rapida penetracion de iones positivos de sodio al
interior de la bra.
Figura 1.5. Descarga de una bra del nodo sinusal.
La meseta del potencial de accion es causada por la apertura mas lenta de
los canales lentos de calcio y sodio que dura unas pocas decimas de segundo.
La apertura de los canales de potasio y la difusion de grandes cantidades de
iones positivos de potasio al exterior de las bras devuelven el potencial de
la membrana al nivel de reposo. Existe una diferencia de estos canales en la
bra nodo sinusal. Aqu la negatividad es mucho menor que el potencial de
reposo (solo -50 mV), y a este grado de negatividad, los canales rapidos de
sodio se han inactivado, lo que signica que se han bloqueado. Cuando el
potencial de la membrana es menos negativo que unos -60 mV durante unos
pocos milisegundos, las puertas de inactivacion del lado interno se cierran y
quedan as. Por lo tanto, solo pueden abrirse los canales lentos de calcio y
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sodio y causar as el potencial de accion. Como consecuencia, el potencial de
accion se desarrolla mas lentamente que el musculo ventricular y se recupera
con un descenso lento del potencial de accion, en vez de la recuperacion
brusca que ocurre en la bra ventricular.
1.4. Ciclo cardiaco
Se conoce con el nombre de ciclo cardiaco a todos los fenomenos
que ocurren desde el inicio de la sstole hasta que empieza nuevamente
la otra sstole. El ciclo cardiaco esta formado por una etapa de sstole,
contraccion muscular, y otra etapa de diastole, relajacion muscular. Si el
nodo sinusal queda inutilizado por alguna lesion o enfermedad, el nodo
auriculoventricular toma su funcion como marcapaso. El ciclo cardiaco
empieza por la despolarizacion automatica que ocurre en el nodo sinusal
(marcapasos cardiaco, mas adelante se detallara), ubicado en la aurcula
derecha cerca a la desembocadura de vena cava superior, el cual trasmite
el impulso por toda la aurcula y por los haces internodales en busca de
despolarizar el nodo AV, el cual retarda el impulso alrededor de 0,1 ms para
luego enviar el impulso al ventrculo. Este retraso se hace para que primero se
contraiga la aurcula que el ventrculo, bombeando sangre hacia el ventrculo
antes de que este haga su gran sstole. Es por esto ultimo que se conoce a las
aurculas como las bombas cebadoras.
Cada latido cardiaco consta de una contraccion o sstole, seguida de una
relajacion diastole. Al ritmo considerado normal de 70 latidos por minuto,
cada uno de ellos completo dura 0;85 de segundo. Las aurculas y ventrculos
no se contraen simultaneamente; la sstole auricular aparece primero, con
duracion aproximada de 0;15 de segundo, seguida de la sstole ventricular,
con duracion tambien aproximada de 0;30 de segundo. Durante la fraccion
restante de 0;40 de segundo, todas las cavidades descansaran en estado
de relajacion. De esta manera, la funcion impulsora de sangre del corazon
sigue una sucesion cclica. Las fases sucesivas del ciclo, a partir de la sstole
auricular, son las siguientes:
a) Sstole auricular: a lo largo de la aurcula se propaga la onda de
contraccion, estimulada por el nodo sinusal, con lo cual se obliga a
que la sangre llene los ventrculos. Estos estan ya medio llenos, por el
hecho que la presion es mas baja que en las auriculas, y las valvulas
tricuspide y mitral estan abiertas. La conduccion del impulso por el
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nodo auriculoventricular es mas lenta que a lo largo de otras porciones
del tejido nodal, lo que explica la breve pausa despues de la sstole
auricular y antes de que comience la sstole ventricular.
b) Comienzo de la sstole ventricular: se contrae el musculo de la pared
ventricular, estimulado por el impulso propagado por el haz de tejido
nodal y procedente del nodo auriculoventricular, con aumento rapido
de la presion en los ventrculos. Al instante se cierran las valvulas mitral
y tricuspide, lo que contribuye al primer tono de los ruidos cardiacos.
c) El periodo de aumento de la presion: la presion en los ventrculos
aumenta rapidamente, pero hasta que se equilibra con la de las arterias,
las valvulas semilunares permanecen cerradas sin que entre ni salga
sangre de los primeros. En el momento en que la presion intraventricular
sobrepasa a la de las arterias, se abren las valvulas semilunares y la
sangre brota en las arterias aorta y pulmonar.
d) Comienzo de la diastole ventricular: al entrar en reposo los ventrculos,
su presion interna desciende hasta ser menor a la de las arterias, motivo
de que las valvulas semilunares se cierren de golpe y se perciba el
segundo ruido cardiaco.
e) Periodo de descenso de la presion: despues del cierre de las valvulas
semilunares, las paredes ventriculares siguen relajandose, con paralelo
descenso de la presion. Las valvulas tricuspide y mitral siguen cerradas
porque la presion ventricular, aun sigue siendo mayor que la auricular.
La relajacion de las paredes ventriculares da motivo a que al n la
presion intraventricular sea inferior a la de las aurculas, lo que abre
las valvulas mitral y tricuspide, con el consiguiente descenso de sangre
de aquellas a los ventrculos.
1.5. Algunas afecciones cardiacas
Las alteraciones de cualquier parte del corazon, incluidas las aurculas, el
sistema de Purkinje, o los ventrculos, puede causar una descarga rtmica de
impulsos que se extienden a todas direcciones por la totalidad del corazon.
La causa mas frecuente esta en las vas de reentrada que actuan como un
circuito localizado que se autoexcita repentinamente, imponiendose como un
marcapaso del corazon.
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1.5.1. Infarto de miocardio
En la mayora de los casos, el infarto de miocardio se debe a la
arteriosclerosis de las arterias coronarias. Otras causas pueden ser las
embolias y las anomalas congenitas. Los estrechamientos de la luz (estenosis)
de las arterias coronarias se forman a traves de un proceso denominado
aterogenesis, que consiste en el deposito de celulas, de tejido conectivo
y de lpidos, tanto intracelulares como extracelulares, compuestos por
colesterol, esteres de colesterol, trigliceridos y fosfolpidos. Este deposito se
realiza excentricamente, formando la placa de ateroma que se calcica con
frecuencia, o bien hemorragia de los peque~nos vasos que crecen dentro de
la lesion. El aumento lento y progresivo de la placa va obstruyendo la luz
intraarterial, lo que impide el paso de la sangre o crea turbulencias del ujo.
De forma aguda, la obstruccion total puede deberse a la formacion de un
trombo en la supercie irregular de la placa ateromatosa, a la hemorragia
en su interior, al desprendimiento de una placa o al espasmo arterial en una
zona de por s comprometida, vease la Figura 1.6.
Figura 1.6. Region da~nada por infarto al miocardio.
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El infarto del miocardio es consecuencia de la trombosis coronaria. El infarto
subendocardico (infarto incompleto), casi siempre obedece a la oclusion
subtotal de una arteria coronaria (trombosis) y tiene buen pronostico
inmediato, pero tardamente es causa de sndromes isquemicos agudos si no
se corrige la isquemia residual.
La enfermedad coronaria empieza cuando en estos peque~nos vasos se
desarrollan las llamadas placas de ateroma, que son un cumulo de colesterol,
calcio y otras sustancias en las paredes de los vasos, vease la Figura 1.7.
Figura 1.7. Arteria obstruida.
Entonces se compromete en mayor o menor grado el ujo de oxgeno y
nutrientes al propio corazon, con efectos que varan desde una angina
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de pecho o un infarto de miocardio, hasta una insuciencia cardiaca. La
arteriosclerosis en los distintos vasos ocurre de forma irregular, en unos mucho
mas que en otros. La presencia en un vaso dado de placas de ateroma hace
que en dicho vaso existan estrechamientos y que en ellos se desarrolle mas
facilmente un trombo, un coagulo de plaquetas, protenas de la coagulacion
y desechos celulares que acaba taponando el vaso. Una embolia es un trombo
que ha viajado por la sangre hasta llegar a un vaso peque~no donde se enclava
como un embolo. Trombosis y embolia son, pues, terminos equivalentes. Los
mismos factores que favorecen la arteriosclerosis son los factores que favorecen
el desarrollo de enfermedad coronaria.
1.5.2. Taquicardia ventricular
Otro tipo de afeccion es la taquicardia ventricular, consiste que el corazon
late demasiado rapido. Si el problema comienza en las camaras inferiores del
corazon, esto se llama taquicardia ventricular. Cuando el corazon hace una
taquicardia ventricular no bombea sangre tan bien. Como consecuencia, este
bombea menos sangre hacia su cuerpo y hacia su cerebro. La vctima puede
sentir que el corazon le late con fuerza o puede sentir vertigo o desmayarse.
Si la taquicardia ventricular no se trata apropiadamente puede causar la
muerte.
1.5.3. Fibrilacion
Cuando un impulso penetra desde la aurcula se difunde hasta el nal
del ventrculo en aproximadamente 0;06 segundos. El ventrculo queda en
estado refractario, y por tanto el impulso se interrumpe. En condiciones
anormales el impulso puede continuar dando vueltas alrededor del corazon
por largo tiempo, en un movimiento circular. En consecuencia, se suprime
la accion de bomba del corazon, pues el bombeo requiere que el musculo se
relaje y se contraiga. Durante un movimiento circular los musculos de todo
el corazon ni se relajan ni se contraen simultaneamente. Los movimientos
circulares alrededor de las aurculas causan el llamado aleteo auricular, con
las aurculas aleteando rapidamente, pero incapaces de impulsar sangre.
Sus movimientos circulares pueden pasar en formas irregulares alrededor
de la aurcula provocando brilacion auricular, peque~nos movimientos de
brilacion del musculo. Los movimientos circulares que se desarrollan en
el ventrculo produce brilacion ventricular, en la cual el musculo se
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contrae continuamente en movimientos brilantes nos ondulatorios. Tales
ventrculos no son capaces de impulsar la sangre, y la persona muere
rapidamente.
La brilacion ventricular puede iniciarse con un choque de corriente
alterna de 60 ciclos, haciendo que los impulsos vayan en muchas direcciones
al mismo tiempo en el corazon, y establece tipos irregulares de transmision
del impulso. En la brilacion ventricular podemos decir que el corazon
simplemente tiembla y no bombea sangre hacia el cuerpo o hacia el cerebro. A
menos que se de tratamiento en cinco a diez minutos la brilacion ventricular
causa la muerte. Este tratamiento se realiza con un desbrilador, que es un
dispositivo dise~nado para detectar rapidamente un ritmo cardaco anormal y
potencialmente mortal, proveniente de la camara inferior del corazon.
En una descarga desbrilatoria pasa un gran ujo de electrones a traves
del corazon por un corto periodo de tiempo. El ujo de electrones se llama
corriente, la cual se mide en amperes. La presion de empuje del ujo de
electrones es denominada potencial electrico, y el potencial es medido en
voltios. Siempre existe una resistencia al ujo de los electrones, el cual es
denominado impedancia, y se mide en ohms. En otras palabras, una descarga
desbrilatoria es el ujo de electrones con cierta presion durante cierto
perodo de tiempo (usualmente milisegundos) a traves de una sustancia que
genera resistencia, la impedancia transtoracica. La desbrilacion es realizada
por el pasaje de una suciente cantidad de corriente electrica (amperes) a
traves del corazon por breves periodos de tiempo. El ujo de corriente es
determinado por la energa elegida (joules) y la impedancia transtoracica
(ohms), o resistencia al ujo de la corriente.
En general, un desbrilador consta de un mando que regula la intensidad
de la corriente electrica (100, 200, 300, 400 julios); unos cables, que se
colocan en el torax del paciente y recogen la actividad electrica cardiaca
(electrocardiograma o ECG); una pantalla donde puede observarse el registro
ECG; una peque~na impresora de papel y dos paletas que administran la
descarga electrica sobre la pared toracica del paciente. Este choque pasa
por el corazon e interrumpe los latidos irregulares. Entonces el corazon
vuelve a latir de manera regular. El desbrilador solo es ecaz en caso
de brilacion ventricular, cualquier otra arritmia (taquicardia ventricular,
asistolia, disociacion AV, brilacion auricular, taponamiento cardiaco u otras
causas de sncope) no responde a este tipo de maniobra.

CAPITULO 2
La dinamica de las celulas excitables
Los trabajos desarrollados por Hodgkin y Huxley, en el estudio de las
corrientes ionicas de Sodio (Na+) y Potasio (K+) en el axon gigante de
la neurona de un calamar al ser estimulada con una corriente externa
[26, 27, 29], se puede aplicar en los modelos de celulas simples para simular
los mecanismos basicos de la actividad electrica en el tejido cardiaco. Los
modelos de celulas cardiacas se comenzaron a estudiar alrededor de 1960
con el trabajo de Noble que publico el primer modelo matematico de celula
cardiaca, en el que se describa el potencial de accion de las bras de
Purkinje, a partir de la adaptacion de las ecuaciones del modelo de Hodgkin-
Huxley [51]. El principal objetivo de estos modelos es describir el proceso
de propagacion de los potenciales de accion en el tejido excitable, como
tambien describir el proceso de la despolarizacion del tejido cardiaco cuando
se le aplica una estimulacion externa [42]. Este tipo de modelo describe los
potenciales de accion de diferentes celulas cardiacas basados en los resultados
obtenidos experimentalmente a traves de la tecnica de jacion de voltaje.
Mencionemos tambien que en el caso de las celulas cardiacas, los
capacitores usan como material aislante delgadas paredes de lpidos que
aslan el interior del exterior de cada celula. Este aislamiento se da por una
na membrana de unos pocos micrones de espesor, pero el aislamiento no
es completo, debido a que la membrana tiene poros muy complejos que son
selectivos al tipo de iones y al potencial interior - exterior de la membrana.
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2.1. El modelo Hodgkin-Huxley
El modelo de Hodgkin y Huxley, que describe la dinamica del potencial de
membrana de una neurona ante la accion de una corriente aplicada, consta
de un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales no lineales que reproducen
la mayora de las propiedades electrosiologicas de la neurona. Sin embargo,
por su dimension y su no linealidad diculta su analisis cualitativo. Por lo
anterior, los estudios que se han realizado con el modelo se apoyan solamente
en simulaciones computacionales basadas en la solucion numerica, vease por
ejemplo, [7, 33]. La desigual concentracion ionica entre el interior y el exterior
de la membrana celular genera una diferencia de potencial electrico entre el
espacio intracelular y el espacio extracelular. Mas concretamente, el exterior
de la membrana contiene grandes cantidades de sodio (Na+) y en menor
medida cloro (Cl ), y un bajo contenido en potasio (K+). En el interior
sucede lo contrario, los iones de K+ se hallan en grandes cantidades mientras
que el Cl  y el Na+ apenas tienen presencia. El resultado de esta distribucion
de cargas es una clara electronegatividad del medio interno con respecto
al externo, lo que se conoce como potencial de membrana y esta dado por
V = i   e, donde i y e son los potenciales intracelular y extracelular,
respectivamente [7, 25, 33, 58, 59].
Si el voltaje no excede un valor particular denominado umbral (respuesta
a una estimulacion electrica de cierta magnitud mnima), no se iniciara nin-
guna espiga (se~nal) y el potencial regresara a su nivel de reposo. Si el umbral
es excedido, la membrana realizara una trayectoria del voltaje que reeja
las propiedades de la membrana, pero no las del impulso. Por otro lado, al
aplicar sucesivamente estmulos breves que esten sucientemente espaciados
en el tiempo, la membrana responde cada vez produciendo identicos poten-
ciales de accion. Si el intervalo de tiempo entre los estmulos se reduce, es
imposible excitar la membrana por segunda vez. Este lapso crtico se llama
perodo refractario y se divide en perodo refractario absoluto y relativo. En
el primero, a pesar de la intensidad del estmulo, no es posible desencadenar
una se~nal, mientras que en el segundo se puede provocar una espiga de menor
tama~no con una despolarizacion mayor que la del umbral [7, 29, 33, 49, 58].
El modelo Hodgkin-Huxley separa las corrientes ionicas en tres compo-
nentes. La corriente para el sodio, INa , potasio, IK , y de fuga o escape, IL, la
cual es transportada por otros iones no especicados [7, 25, 26, 28, 33, 59].
Por lo tanto,
Iion = INa + IK + IL: (2.1.1)
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Ademas, cada corriente ionica se puede escribir como
INa = gNa
 
V   ENa

IK = gK
 
V   EK

(2.1.2)
IL = gL
 
V   EL

;
donde gNa , gK y gL son las conductancias asociadas con el sodio, potasio y
escape, respectivamente, V es el potencial de membrana, ENa , EK y EL son
los potenciales de equilibrio de sodio, potasio y de escape.
En el caso de un canal que sea permeable solamente por una especie
particular de iones, entonces el potencial de equilibrio es igual al potencial
de Nernst para cada ion, es decir, el potencial entre su interior y exterior
queda determinado por la temperatura T y la concentracion ionica tanto en
el exterior como en el interior de la celula y su valor esta dado por la ecuacion
de Nernst [7, 58, 59],
Ex =
RT
zxF
ln
 [x]ex
[x]in

;
donde Ex es el potencial del ion x, R es la constante de los gases, T es la
temperatura, F es la constante de Faraday, zx la valencia del ion, [x]in y
[x]ex son las concentraciones interior y exterior de los iones. Por ejemplo,
el potencial de Nernst para el sodio es: ENa = 70 mV, con R = 8;314 J
mol 1K 1, T = 37C, F = 96;485C mol 1, [N+a ]in = 10 y [N
+
a ]ex = 140.
La direccion del ujo de corriente que cruza la membrana celular a traves
de cada canal ionico, es gobernado por la diferencia de potenciales entre el
de la membrana y el de Nernst. En consecuencia, la corriente Ix a traves de
un canal arbitrario esta dada por la expresion
Ix = gx(V   Ex); (2.1.3)
donde Ex es el potencial de equilibrio para el ion x y gx es la conductancia
del canal. Notese que la conductancia es el inverso de la resistencia. As, si
la resistencia es Rx, entonces gx = 1=Rx. Desde el punto de vista electrico,
la membrana celular actua como un capacitor en paralelo con una serie de
resistencias que representan los canales ionicos en la membrana, como se
muestra en la Figura 2.1 del circuito equivalente. Si consideramos que el
voltaje esta cambiando, habra ujo de corriente a traves de la rama capacitiva
del circuito equivalente. La capacitancia se debe al hecho de que la membrana
es un aislante, y esta rodeada a ambos lados por uidos conductores, el
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citoplasma y el lquido intersticial (lquido contenido en el intersticio o espacio
entre las celulas). La ecuacion de estado para el capacitor es entonces
Q =  CV; (2.1.4)
donde Q es la carga del capacitor, C es la capacitancia y V es el voltaje.
EL
@
 
@
 
ENa
gNa
@
 
@
 
EK
gK
@
 
@
 
gL
: : : : : : : : : : : : : : : : : :
: : : : : : : : : : : : : : : : : :
Membrana
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
Membrana
C
 i
 e
Figura 2.1 Circuito equivalente.
Ahora bien, teniendo en cuenta que la corriente I esta dada por I = dQ=dt,
entonces al derivar a ambos miembros de (2.1.4) con respecto a t, se obtiene
dV
dt
=  Ix
C
=  gx
C
(V   Ex) =  V   Ex

; (2.1.5)
donde  = C=gx = RxC es la constante del tiempo de la membrana (tiempo
en el cual se presenta el cambio de potencial de membrana en respuesta a
las variaciones de corriente). La solucion de la ecuacion diferencial ordinaria
(2.1.5) es (vease por ejemplo [17])
V (t) = Ex  
 
Ex   V (0)

e t= :
2.1.1. Canales ionicos
El comportamiento de un solo canal ionico se puede modelar con
ecuaciones de estados y funciones que describen la transicion entre estos.
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En el caso mas simple supondremos dos estados, abierto y cerrado. La
formulacion de un mecanismo de este tipo, describe la probabilidad que
una \compuerta" se abra permitiendo el ujo de iones bajo condiciones
diferentes [7, 10, 23, 32]. Para un ion arbitrario x, la formulacion general
para la conductancia es gx = gxy, donde gx es la conductancia maximal de la
membrana celular para este ion y y es la variable del estado, cuya dependencia
del tiempo se describe por
dy
dt
= y(1  y)  yy; (2.1.6)
donde y y y son funciones constantes positivas (en general dependen del
voltaje, pero son constantes para cualquier voltaje dado) que controlan la
transicion entre los estados cerrado y abierto. En otras palabras, el termino
y(1  y) es la probabilidad de transicion de la partcula del estado cerrado
al estado abierto, mientras que yy es la probabilidad de transicion de la
partcula del estado abierto al estado cerrado. La ecuacion (2.1.6) se puede
reescribir de forma alterna como sigue
dy
dt
= y   (y + y)y = (y + y)

y
y + y
  y

=
y1   y
y
(2.1.7)
donde
y1 =
y
y + y
; y =
1
y + y
:
Aqu y1 representa el comportamiento en estado estable de la compuerta
y y es la constante de tiempo asociada con la activacion o inactivacion del
proceso [7, 10, 23, 33, 58].
2.1.2. Conductancias del sodio y potasio
Hodgkin-Huxley dedujeron que la conductancia del sodio involucra
dos compuertas que dependen del voltaje, una de activacion y otra de
inactivacion, mientras que la conductancia del potasio solo contiene una
compuerta, la de activacion [7, 23, 33]. Si m es la variable de activacion y h
es la de inactivacion, para iones de sodio, entonces la conductancia esta dada
por
gNa = gNam
3h (2.1.8)
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donde gNa es la conductancia maximal del sodio (gNa = 120 mS=cm
2). Esas
variables estan gobernadas por las siguientes ecuaciones diferenciales
dm
dt
= m(1 m)  mm
dh
dt
= h(1  h)  hh: (2.1.9)
Recuerde que estas ecuaciones se pueden escribir de la forma (2.1.7), esto es,
dm
dt
=
m1  m
m
dh
dt
=
h1   h
h
(2.1.10)
donde
m1 =
m
m + m
; m =
1
m + m
;
h1 =
h
h + h
; h =
1
h + h
:
La funcion h1 = h1(V ) indica cuantos canales de sodio estan disponibles
para cada valor del potencial de la membrana y por tanto cuando V ! 1,
h1 ! 0, de igual manera, la funcion m1 = m1(V ) dice cuantos canales de
sodio se abren para cada valor del potencial de la membrana y por tanto,
cuando V !1, m1 ! 1.
De otro lado, la conductancia a traves del canal de potasio esta dada por
gK = gKn
4 (2.1.11)
donde gK es la conductancia maximal del potasio y n es la variable de
activacion. La variacion con el tiempo esta gobernada por la ecuacion
diferencial
dn
dt
= n(1  n)  nn: (2.1.12)
Los exponentes sobre m y n en las ecuaciones (2.1.8) y (2.1.11) son elegidos
para mejorar el ajuste de los datos experimentales [25, 26, 28].
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Agrupando estas ecuaciones obtenemos el sistema acoplado no lineal de
Hodgkin-Huxley de cuatro ecuaciones diferenciales ordinarias
dV
dt
=   1
C
h
gNam
3h(V   ENa) + gKn4(V   EK)
+ gL(V   EL) + Iest
i
dm
dt
= m(1 m)  mm (2.1.13)
dh
dt
= h(1  h)  hh
dn
dt
= n(1  n)  nn
donde gNa = 120 mS=cm
2, gK = 36 mS=cm
2, gL = 0;3 mS=cm
2 y ENa = +115
mV, EK =  12 mV, EL = 10;6 mV, C = 1F=cm2, los potenciales de Nernst
estan escritos respecto del potencial de reposo  65 mV. Iest es la corriente
total de estmulo.
Las razones constantes que dependen del voltaje son:
m =
0;1(V + 25)
e0;1(V+25)   1 ; m = 4e
V=18; h = 0;07e
V=20
h =
1
e0;1(V+30) + 1
; n =
0;02(V + 10)
e0;1(V+10)   1 ; n = 0;125e
V=80:
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Es bien conocido que un pulso viajero es una onda que aparece
frecuentemente en la naturaleza y se caracteriza porque se desplaza en
el espacio a velocidad constante sin perder su forma. Desde el punto de
vista matematico corresponde a una solucion particular de una ecuacion de
reaccion y difusion, que cumple ciertas condiciones de frontera. La difusion es
un fenomeno por medio del cual un grupo de partculas se mueven como grupo
de acuerdo a la trayectoria irregular de cada una de las partculas. As los
movimientos particulares irregulares dan como resultado un movimiento
regular como grupo, a este fenomeno se le conoce como proceso de difusion
[8, 12, 45, 63]. En el proceso de reaccion las partculas pueden cambiar
su estado, debido por ejemplo a acciones de manera espontanea; en este
caso se esta hablando de reacciones qumicas o procesos biologicos. Existen
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fundamentalmente en biologa dos tipos de ondas viajeras, una es la que
se estudia en epidemiologa, que se basa en la forma en que se transmiten
algunas enfermedades, y la otra es la que corresponde a los modelos de
conduccion nerviosa, respecto a esta, se sabe que una forma basica de
comunicacion entre las celulas del sistema nervioso es mediante se~nales
electricas [23, 59, 58]. Un proceso que permite la comprension de un pulso
viajero es el analisis que se realiza con las ecuaciones de FitzHugh-Nagumo
@v
@t
=
@2v
@x2
+ f(v)  w
@w
@t
= (v   w) (2.2.1)
donde f(v) = v(1   v)(v   a) =  v3 + (1 + a)v2   av, 0 < a < 1=2,  y
 parametros positivos. Este modelo no proporciona una descripcion muy
exacta de la realidad biofsica de las celulas nerviosas, mas bien proporciona
una idea matematica del mecanismo de excitabilidad de la neurona.
Para solucionar este sistema de ecuaciones en derivadas parciales se realiza
una reduccion a ecuaciones diferenciales ordinarias, mediante el siguiente
proceso: supongamos soluciones en forma de ondas viajeras o frentes de onda
v() y w() donde  = x + ct, con c la velocidad de la onda [33, 45, 63]. Al
aplicar la regla de la cadena obtenemos
vt = vt = cv
vx = vx = v
wt = wt = cw
entonces el sistema de (2.2.1) se transforma en
cv = v + f(v)  w
cw = (v   w):
Ahora bien, si hacemos u = dv=d = v0, dicho sistema se reduce a
v0 = u
u0 = cu  f(v) + w (2.2.2)
w0 =

c
(v   w)
es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que se resuelve
adecuadamente segun las condiciones iniciales dadas para cada situacion.
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Ademas, solo interesa soluciones que sean acotadas, puesto que estas
representan frentes de onda en la ecuacion diferencial parcial con energa
nita. Las soluciones de interes son las orbitas periodicas y las orbitas
homoclnicas entre otras, es decir, soluciones que son doblemente asintoticas
al origen del sistema (2.2.2) cuando  ! 1. Estas ultimas representan
frentes de onda cuyo perl decae exponencialmente a cero hacia adelante y
hacia atras, vease la Figura 2.2.
Figura 2.2 Diagrama de un pulso viajero
2.3. Ecuaciones del cable y bidominio
Entre los modelos, uno de los mas estudiados, es el modelo bidominio
[10, 22, 23, 33], en donde el tejido cardiaco esta compuesto por dos medios
continuos separados, uno intracelular y otro extracelular. En este sistema
cuando se aplica una corriente electrica en el medio intracelular, parte de la
energa se emplea para descargar el condensador y uye al medio extracelular,
mientras que otra parte se propaga a traves de las uniones comunicantes
a las celulas vecinas que, a su vez, reparten de nuevo la energa con sus
celulas adyacentes. Con el proposito de entender el mecanismo de la actividad
electrica del tejido cardiaco, el modelo de propagacion en una dimension es
la ecuacion del cable, que se describira a continuacion.
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2.3.1. Ecuacion del cable
Las celulas cardiacas se pueden considerar como un cilindro cuyo eje
mide aproximadamente 0;1 mm y un radio de 10 a 30 m. Por otro lado,
la bra de Purkinje es una bra delgada que se puede mirar como un cilindro
circular recto y uniforme. Tales estructuras se pueden modelar por un cable
semi-innito, con una supercie membranal que tiene propiedades resistivas,
capacitivas y una conductividad axial ohmica. Tambien se conoce que el
potencial de la membrana, en general, no es el mismo en cada punto de la
estructura de la neurona, esto se debe a que las ramicaciones intrincadas
generan gradientes de diferente potencial en la membrana. La uniformidad en
el potencial se puede alcanzar experimentalmente introduciendo un alambre
de plata por el axon de una neurona como lo realizo Hodgkin y Huxley [29].
Para entender este fenomeno se utiliza el modelo de la ecuacion del cable.
Para tal efecto, se considera la celula como una pieza cilndrica larga con una
membrana que envuelve el citoplasma. Se supone que el potencial a lo largo
de su extension depende solamente de la variable de longitud, y no de las
variables radiales o angulares. Esto permite que el cable pueda ser analizado
en una sola dimension, esta suposicion se conoce como hipotesis, de nucleo
de conduccion.
Figura 2.3. Circuito para la ecuacion del cable.
Para la formulacion del modelo se divide el cable en un numero nito
de trozos cortos de longitud x, todos de igual potencial. En cada seccion
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del cable se balancean todas las corrientes y solo aparecen dos tipos de
corrientes, la corriente axial y la corriente a traves de la membrana (corriente
transmembrana). La corriente axial tiene dos componentes, una intracelular
y otra extracelular, en ambos casos se consideran ohmicas.
Por la Ley de Ohm, vease la Figura 2.3, el voltaje esta dado por
Vi(x; t)  Vi(x+x; t) = riIi(x; t)x;
donde ri es la resistencia intracelular del cable por unidad de longitud, Ii y
Vi son la corriente y el voltaje intracelular, respectivamente. Al dividir por
x y haciendo x! 0 se tiene
Ii =   1
ri
@Vi
@x
: (2.3.1)
De igual manera se tiene para la corriente axial extracelular Ie,
Ve(x; t)  Ve(x+x; t) = reIe(x; t)x
donde re es la resistencia extracelular por unidad de longitud y Ve es el voltaje
extracelular, y as, al dividir por x y al hacer x! 0 se tiene
Ie =   1
re
@Ve
@x
: (2.3.2)
Como se menciono mas arriba, la membrana tiene propiedades resistivas
y capacitivas por lo que puede representarse como un circuito compuesto de
una resistencia y un capacitor conectados en paralelo (vease la Figura 2.3),
por lo cual Ia, la corriente axial, puede escribirse como
Ia = Ii + Ie; (2.3.3)
en un cable donde no hay fuentes de corrientes adicionales.
De otro lado, por la Ley de Kirchho, los cambios de corriente axial
extracelular o intracelular se deben a la corriente de transmembrana, en
consecuencia,
Ii(x; t)  Ii(x+x; t) = Imx = Ie(x+x; t)  Ie(x; t);
donde Im es la corriente transmembrana por unidad de longitud de la
membrana. En el lmite cuando x! 0 se llega nuevamente a
Im =  @Ii
@x
=
@Ie
@x
: (2.3.4)
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Al reemplazar (3.4.7) y (2.3.2) en (2.3.3) se obtiene
Ia =   1
ri
@Vi
@x
  1
re
@Ve
@x
: (2.3.5)
Ahora bien, si V = Vi   Ve, es el potencial de la membrana, entonces al
despejar Ve y derivar respecto a x se tiene
@Ve
@x
=
@Vi
@x
  @V
@x
(2.3.6)
y reemplazando en (2.3.5) se tiene
Ia =   1
ri
@Vi
@x
  1
re
@Vi
@x
+
1
re
@V
@x
=  @Vi
@x

1
ri
+
1
re

+
1
re
@V
@x
;
de donde
@Vi
@x
=
rire
ri + re

1
re
@V
@x
  Ia

o de manera equivalente
1
ri
@Vi
@x
=

1
ri + re

@V
@x
 

re
ri + re

Ia: (2.3.7)
Pero de (2.3.4) y (3.4.7) se tiene
Im =  @Ii
@x
=   @
@x

  1
ri
@Vi
@x

;
reemplazando (2.3.7) en esta ultima expresion se obtiene
Im =   @
@x

  1
ri + re
@V
@x
+
re
ri + re
Ia

:
Como Ia es constante, debido a que no hay variacion en el potencial, entonces
Im =
@
@x

1
ri + re
@V
@x

: (2.3.8)
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Ahora bien, la corriente de transmembrana se puede expresar como la
suma de la corriente que circula por el capacitor y la corriente ionica. La
corriente que circula por el capacitor es
Im =
V
rm
+ Cm
@V
@t
;
donde rm es la resistencia de la membrana y Cm es la capacitancia. Por
tanto, al igualar (2.3.8) con esta ultima expresion, y suponiendo que ri y re
son constantes, se tiene
Im = p

Cm
@V
@t
+
V
rm

=
1
ri + re
@2V
@x2
;
donde p es el permetro del axon.
La anterior ecuacion tambien se puede escribir como
rmCm
@V
@t
+ rmIion =
rm
p(ri + re)
@2V
@x2
;
donde Iion = V=rm es la corriente ionica. Ahora, haciendo m = rmCm y
2m =
rm
p(ri + re)
se tiene otra forma de la ecuacion del cable
m
@V
@t
+ rmIion = 
2
m
@2V
@x2
: (2.3.9)
Notese que m =
q
rm
p(ri+re)
tiene unidades de distancia, y se llama la
constante espacial del cable, mientras que m tiene unidades de tiempo y
se conoce como la constante de tiempo en la membrana.
Si se reescala la corriente ionica deniendo
Iion =  f(V; t)
rm
;
para alguna funcion f (en general, depende del voltaje y el tiempo y tiene
unidades de voltaje) e introduciendo las variables adimensionales
T =
t
m
y X =
x
m
;
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entonces la ecuacion del cable (2.3.9) en las nuevas variables es
@V
@T
=
@2V
@X2
+ f(V; T ): (2.3.10)
Las condiciones de frontera para esta ecuacion pueden ser de Dirichlet, que
corresponden a un cable cortado, con V = 0 en sus fronteras, o de Neumann,
que corresponden a un cable que termina con una membrana donde @V
@T
= 0
en las fronteras.
2.3.2. Ecuaciones de bidominio
El bidominio es una estructura que dene un modelo del tejido cardiaco
consistiendo de dos dominios que se interpenetran representando las celulas
cardiacas y el espacio que las rodea [33, 34, 38, 50]. El dominio intracelular
representa las regiones dentro de las celulas y el dominio extracelular
representa el espacio entre las celulas. Una tercera region (o coleccion de
regiones) que se puede incluir en el bidominio es la region extramiocardial
(por ejemplo, los uidos que ba~nan al corazon). Los dominios intracelular
y extracelular ocupan el mismo espacio fsico. Bajo condiciones normales
la region extramiocardial atrae ujo de corriente desde la region cardiaca,
este ujo se puede revertir, por ejemplo, cuando se aplica una descarga de
desbrilacion. El tejido cardiaco diere de otros tejidos en su estructura
(vease la Figura 1.2). Cada celula se puede conectar con otras celulas. De esto
resulta que la geometra tridimensional para representar el tejido cardiaco es
bastante complicada. El espacio intracelular es continuo, en el sentido que
un ion puede viajar desde el interior de una celula al interior de otra a
traves de las uniones vacas (gap junctions), sin tener que entrar al espacio
extracelular. Similarmente, un ion viajando extracelularmente no necesita
entrar a la celula. Los dos espacios tienen diferentes propiedades electricas,
por tanto se forma un medio anisotropo.
Las ecuaciones de bidominio se pueden deducir de varias maneras, segun
las variables dependientes que sean objeto de estudio. En este trabajo se
obtienen dos ecuaciones, la primera describe el potencial extracelular, y la
segunda, es una ecuacion reaccion difusion en terminos del potencial de
transmembrana.
Para obtener estas ecuaciones se denen los potenciales de dominio
intracelular y extracelular como i y e, respectivamente. El potencial de
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transmembrana, V; es la diferencia entre los dos potenciales a traves de la
membrana
V = i   e: (2.3.11)
Por tanto, los potenciales intracelular i y extracelular e, como tambien
el potencial transmembrana V , se denen siempre en el dominio cardiaco
H. Notese tambien que la expresion (2.3.11) es identica a la utilizada en la
ecuacion del cable, excepto que ahora la membrana separa i y e en todos
los puntos del dominio cardiaco H:
Ahora, la ley de Ohm establece que
J =
1
R
E; (2.3.12)
donde E es la fuerza del campo electrico, J es la densidad de corriente y R es
la resistencia. Al suponer que el campo electrico es cuasi estatico, entonces
existe un campo escalar  que es el potencial de E, es decir, E =  r:
Sustituyendo esta ecuacion en (2.3.12) y expresando la resistencia como una
conductividad ( = 1=R) se obtiene
Ji =  iri (2.3.13)
Je =  ere: (2.3.14)
Si el dominio cardiaco se considera aislado, cualquier ujo de corriente
que salga de un dominio debe alcanzar el otro cruzando la membrana de
la celula. Ademas, el cambio en la densidad de corriente en cada dominio
tambien es igual al ujo de corriente a traves de la membrana
 r  Ji = r  Je = AmIm; (2.3.15)
donde Im es la corriente transmembrana por unidad de area y Am es la
razon entre el area de la supercie y el volumen de la celula. Combinando las
ecuaciones (2.3.13) y (2.3.14) con la ecuacion (2.3.15) se obtienen dos nuevas
ecuaciones
r  (iri) = AmIm (2.3.16)
r  (ere) =  AmIm: (2.3.17)
De donde
r  (iri) =  r  (ere): (2.3.18)
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Restando a ambos miembros r  (ire) se tiene
r  (iri) r  (ire) =  r  (ere) r  (ire) (2.3.19)
y, usando (2.3.11) se obtiene
r  (irV ) =  r 

(i + e)re

: (2.3.20)
Esta ecuacion se conoce como la primera ecuacion de bidominio y se utiliza
para calcular el potencial extracelular dado una distribucion de potencial
transmembrana.
El ujo de corriente a traves de la membrana, Im; se puede describir por
la corriente de capacitancia y la corriente ionica, esto es,
Im = Cm
@V
@t
+ Iion (2.3.21)
donde Cm es la capacitancia de la membrana por unidad de area e Iion es la
corriente ionica. Combinando las ecuaciones (2.3.16) y (2.3.21) se tiene
r  (iri) = Am

Cm
@V
@t
+ Iion

: (2.3.22)
Esta ultima ecuacion se puede escribir de manera equivalente como
r  (irV ) +r  (ire) = Am

Cm
@V
@t
+ Iion

; (2.3.23)
basta sumar y restar r(ire). La ecuacion (2.3.23) es la segunda ecuacion
de bidominio y se usa para calcular el potencial transmembrana en cada paso
del tiempo.
Si el dominio extracelular es altamente conductivo (e  1) o los
dominios son igualmente anisotropos, es decir, i = ae para alguna
constante a, entonces el modelo bidominio se reduce a la ecuacion
monodominio
r  (rV ) = Am

Cm
@V
@t
+ Iion

: (2.3.24)
Las condiciones de frontera para el bidominio, usualmente supone que
no hay ujo de corriente entre los dominios intracelular y extramiocardial,
mientras si se inyecta una corriente, esta entra al tejido a traves del dominio
extracelular [50]. Luego para el modelo bidominio, las condiciones de frontera
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homogeneas de Neumann reejan el hecho que el tejido esta rodeado por un
aislante,
n  (iri) = 0
n  (ere) = 0; en @H; (2.3.25)
donde n es el vector normal unitario exterior a la supercie miocardial. La
simulacion de la activacion en estructuras bidimensionales tiene anteceden-
tes en las aplicaciones de Moe efectuadas a mediados del pasado siglo para
estudiar los procesos brilatorios [47]. Recientemente, simulaciones bidimen-
sionales como las desarrolladas por Panlov y Pertsov han proporcionado in-
formacion util sobre las caractersticas de la activacion reentrante en medios
excitables y en modelos biofsicos del tejido cardaco en situaciones normales
y patologicas [52, 53].

CAPITULO 3
La actividad electrica del tejido cardiaco
En los ultimos a~nos, los modelos y simulaciones matematicas [61], junto
con los estudios experimentales y clnicos adecuados, son instrumentos
necesarios y complementarios para el estudio de este tipo de fenomenos. Los
conceptos de la teora de propagacion de ondas en medios no lineales, han
cambiado de manera radical la vision global de la brilacion ventricular. Se
ha demostrado que la brilacion esta mediada por reentradas funcionales con
forma helicoidal que rotan siguiendo una dinamica determinada por su pivote
organizativo o rotor [68]. Winfree denio como \rotor" a la rotacion estable
de reaccion y difusion que rodea a un pivote. Estos pivotes o \singularidades
de fase" se crean tras la rotura de un frente de onda al encontrarse en
su propagacion con tejido refractario o un obstaculo anatomico. Estos
rotores se comportaran como el centro que genera los multiples frentes de
activacion electricos [48]. Los rotores, a su vez, estan condicionados por las
propiedades electrosiologicas del miocardio, determinadas por la dinamica
de las diferentes corrientes ionicas [20, 62].
Entre los trabajos pioneros con este enfoque se encuentran los de Hodgkin
y Huxley [26, 27, 29], ellos utilizaron sistemas de ecuaciones diferenciales
para cuanticar los ujos de corriente a traves de la membrana. Describieron
el comportamiento de los canales ionicos de sodio y potasio en funcion del
potencial de membrana [14, 25, 62], se desarrollaron modelos celulares de
bras de Purkinje y celulas musculares [33, 51]. Paralelamente al desarrollo
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de modelos matematicos, en los que se estudia la formacion del potencial de
accion de las celulas cardacas, se ha planteado la descripcion del proceso de
propagacion de la activacion cardaca en modelos multicelulares que permiten
aproximarse de una manera mas precisa a los fenomenos reales [13, 36, 61].
El modelo bidominio es esencialmente macroscopico. Esto no es de im-
portancia para la estructura celular discreta del tejido cardiaco. Matemati-
camente esto signica que el sistema (2.3.15) esta escrito en la escala espacial
macroscopica de 0;3 1mm [50]. Pero el modelo bidominio cuando se genera-
liza, permite la descripcion de los eventos electricos a nivel microscopico. A
continuacion se describira la microestructura del tejido cardiaco con el n de
entender el modelado y las propiedades electricas anisotropas de dicho tejido
mirado como una bra. La generalizacion se obtiene a traves de un proceso
de homogeneizacion descrito por Keener en [33].
3.1. Descripcion de la microestructura
Dentro del modelo bidominio se tiene la capacidad de describir la
microestructura del miocardio a traves del tensor de conductividad. Las
propiedades electricas anisotropas del miocardio se pueden denir asignando
valores diferentes de conductividad en las tres direcciones del modelo
microestructural. El tensor de conductividad entra al modelo como un
tensor diagonal que representa la conductividad del tejido en la bra.
Cuando el modelo bidominio es homogeneo, las conductividades de una bra
permanecen constantes.
En el caso de dos dimensiones, si las bras son rectas los tensores de
conductividad se representan por las siguientes matrices diagonales
i =

il 0
0 i

; e =

el 0
0 e

;
donde los subndices l y  denotan las conductividades longitudinal y
transversal en la bra respectivamente. El operador diferencial r (rf), se
puede escribir como
r  (rf) = l@
2f
@x2
+ 
@2f
@y2
; (3.1.1)
donde  representa i, e o i + e y f puede ser e o V .
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Si las bras cambian su orientacion en el espacio, la conductividad global
en el tejido (con respecto a un sistema global de coordenadas jo x; y,
Figura 3.1) cambia de punto a punto. Mientras que en un sistema local
de coordenadas ; , asociado con cada punto del tejido, esta permanece
invariante [33].
--
6
6
x
y
~j
~i
@
@
@I
 
 
 
-I 


~l
~
Figura 3.1 Sistema de coordenadas, global x; y y local ;  en un tejido de
bra curvada.
Para obtener la expresion que representa el tensor de conductividad en el
sistema global de coordenadas, se expresan los vectores unitarios del sistema
local en terminos del sistema global de coordenadas
~l = ~i cos  +~j sen 
~ =  ~i sen  +~j cos ;
donde  es el angulo local entre la direccion de la bra y el eje x. Ahora se
escribira el tensor de conductividad  =

l 0
0 

en el sistema ; , en las
coordenadas x; y:
 = ~l
 
~ll + ~ 0

+ ~
 
~l 0 + ~

= (~i cos  +~j sen )(~i cos  +~j sen )l
+ ( ~i sen  +~j cos )( ~i sen  +~j cos )
= ~i~i(l cos
2  +  sen
2 ) +~i~j[(l    ) cos  sen ]
+ ~j~i[(l    ) cos  sen ] +~j~j(l sen2  +  cos2 );
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luego  esta dada por la matriz
xx xy
xy yy

=

l cos
2  +  sen
2  (l    ) cos  sen 
(l    ) cos  sen  l sen2  +  cos2 

(3.1.2)
o de manera equivalente
xx xy
xy yy

= R

l 0
0 

R 1;
donde R =

cos    sen 
sen  cos 

es la matriz de rotacion. Observe que en (3.1.2)
se utilizo la notacion diadica ~a~b =

axbx axby
aybx ayby

para el producto externo
de cualquier par de vectores ~a y ~b: Por ejemplo, ~i~i+~j~j =

1 0
0 1

:
El operador diferencial en el caso general de  = (x; y) esta dado por
r  (rf) = @
@x
h
xx
@f
@x
+ xy
@f
@y
i
+
@
@y
h
xy
@f
@x
+ yy
@f
@y
i
= xx
@2f
@x2
+ 2xy
@2f
@x@y
+ yy
@2f
@y2
+
h@xx
@x
+
@xy
@y
i@f
@x
+
h@xy
@x
+
@yy
@y
i@f
@y
:
Con el operador ya escrito en coordenadas x; y, se puede utilizar el metodo de
diferencias nitas para encontrar una aproximacion (vease p.e., [9, 64, 66]).
A continuacion se describira el metodo de diferencias nitas para una
bra recta.
Sea 
h = 
h [ @
h, x = a=Nx y y = b=Ny,

h = f(xi; yj) : xi = ix; i = 0 : : : Nx; yj = jy; j = 0 : : : Nyg
es la malla en 
, cada celula se representa por un rectangulo de tama~no
xy. El operador diferencial se aproxima por diferencias nitas en 
h.
@2f
@x2

i;j
=
fi+1;j   2fi;j + fi 1;j
x2
+O(x2)

@2f
@y2

i;j
=
fi;j+1   2fi;j + fi;j 1
x2
+O(y2)
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sobre 
h, aca fi;j = f(xi; yj).
La aproximacion de las primeras derivadas involucra la condiciones de
frontera de Neumann
el
@e
@x

x=0;a
= 0; e
@e
@y

y=0;b
= 0;
il
@V
@x

x=0;a
= 0; i
@V
@y

y=0;b
= 0:
En @
h se utiliza la formula de diferencias nitas en tres puntos (Figura 3.2)
@f
@x

i;j
=
4fi+1;j   3fi;j   fi+2;j
2x
+O(x2); i = 0; j = 0 : : : Ny;
@f
@x

i;j
=
 4fi 1;j + 3fi;j + fi 2;j
2x
+O(x2); i = Nx; j = 0 : : : Ny;
@f
@y

i;j
=
4fi;j+1   3fi;j   fi;j+2
2y
+O(y2); i = 0 : : : Nx j = 0;
@f
@y

i;j
=
 4fi;j 1 + 3fi;j + fi;j 2
2y
+O(y2); i = 0 : : : Nx j = Ny;
donde f = e o V , respectivamente. Esto permite mantener una precision de
segundo orden en la solucion tanto sobre la frontera como tambien dentro
del dominio.
0 a
b

(i;j)

(i+1;j)

(i 1;j)
(i;j+1)
(i;j 1)

(i;0)
(i;2)
(i;1)
(i;Ny 2)
(i;Ny)
(i;Ny 1)
(Nx;j)(Nx 2;j) 
(Nx 1;j)(0;j) (2;j)(1;j)
Figura 3.2 Caja para diferencias nita.
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3.2. Modelo de la actividad electrica
Los modelos de la actividad cardiaca comunmente combina dos ingredien-
tes, un modelo de comportamiento celular con un modelo de acoplamiento
espacial. En Keener [34], el modelo de acoplamiento espacial es el bidominio,
pues este tiene la ventaja que permite la simulacion del estmulo extracelular
de dos maneras diferentes. Primera, la cantidad de corriente que se inyecta
al espacio extracelular se hace introduciendo una densidad de corriente I0 en
la ecuacion (2.3.17), esto es,
r  (ere) =  Im   I0; (3.2.1)
donde I0 es una funcion del espacio y el tiempo, que simula descargas de
distinta intensidad y duracion en cualquier parte del tejido. Con este metodo
se modela el punto fuente de estimulacion en el tejido a traves de una varilla
o electrodo.
La segunda opcion consiste en cambiar la condicion de frontera (2.3.25)
para el potencial extracelular e en la localizacion del electrodo estmulo. En
este caso, el valor de e se pone igual al voltaje de la descarga en la parte de
la frontera que ocupa el electrodo. Este metodo conlleva a la simulacion de
un campo electrico uniforme.
Para entender como las corrientes aplicadas externamente afectan el tejido
cardiaco, recuerdese la descripcion del modelo bidominio que se presento en
la Seccion 2.3.2.
En cada punto del dominio cardiaco H, existen los potenciales,
extracelular e, intracelular i y el potencial transmenbrana V = i   e.
Estos potenciales conducen corrientes
ie =  ere; ii =  iri (3.2.2)
y una corriente transmembrana a traves de la membrana celular que divide
las dos regiones. Las conductividades de los dos medios se representan por
los tensores de conductividad i y e. Las leyes de Kirchho implican que
Am

Cm
@V
@t
+ Iion

= r  (iri) (3.2.3)
r  (iri + ere) = 0: (3.2.4)
La primera de estas dos ecuaciones implica que la corriente puede salir del
espacio intracelular, solo como una corriente de transmembrana. De otro
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lado, la corriente de transmembrana tiene dos componentes, la corriente de
capacitancia Cm
@V
@t
y la corriente ionica Iion. La ecuacion (3.2.4) muestra
que las corrientes intracelular y extracelular se pueden redistribuir pero
conservando la carga, puesto que no hay fuentes de corriente intracardiaca.
En la ecuacion (3.2.3) Cm es la capacitancia de la membrana y Am es la razon
entre el area de la supercie y el volumen de la celula.
Por ejemplo, durante una descarga de desbrilacion los ujos de corriente
solo pueden pasar a traves de la frontera del espacio extracelular, mientras
que por la frontera del espacio intracelular no hay ningun ujo de corriente
[67]. Esto signica que la corriente puede entrar al espacio intracelular a
traves de la membrana de la celula, como una corriente transmembrana. Por
tanto, las condiciones de frontera para este modelo bidominio son
n  (iri) = 0
n  (ere) = I(t; x) sobre @H; (3.2.5)
donde n es el vector normal unitario exterior a la frontera @H. La corriente
que entra no necesita que sea la misma en todo punto de la frontera, pero el
ujo de corriente neta debe ser cero, esto es,Z
@H
I(t; x)dS = 0:
En otras palabras, no puede existir una acumulacion de carga porque
cualquier corriente que se inyecte debe salir en alguna parte.
Recuerde que el modelo bidominio es esencialmente macroscopico
(0;3  1mm). No es apropiado para la estructura celular discreta (peque~na
escala) del tejido cardiaco, pero cuando se utiliza el proceso de homogenei-
zacion descrito por Keener en [33], este permite la descripcion de eventos
electricos a nivel microscopico. Por tanto, la inclusion de no homogeneidad
a peque~na escala requiere de un modelo diferente [35].
Se tendra una idea del comportamiento de este modelo, examinando el
modelo del cable unidimensional. En este caso, la ecuacion de conservacion
de ujo de corriente (3.2.4) se puede escribir como
@
@x
h
i
@i
@x
+ e
@e
@x
i
= 0:
Integrando con respecto a x se obtiene
i
@i
@x
+ e
@e
@x
= G(t);
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donde G(t) es una funcion arbitraria. Al usar la condicion de frontera (3.2.5),
se llega a que G(t) = I(t), luego
i
@i
@x
+ e
@e
@x
= I(t):
Esta ultima ecuacion se puede escribir como
i
@i
@x
= I(t)  e@e
@x
: (3.2.6)
Por otro lado, e = i V y diferenciando parcialmente respecto a x, se tiene
@e
@x
=
@i
@x
  @V
@x
: (3.2.7)
Reemplazando (3.2.7) en (3.2.6) se obtiene
i
@i
@x
= I(t)  e
h@i
@x
  @V
@x
i
= e
@V
@x
  e@i
@x
+ I(t);
o de manera equivalente,
(i + e)
@i
@x
= e
@V
@x
+ I(t):
De donde,
@i
@x
=
e
i + e
@V
@x
+
1
i + e
I(t)
de forma equivalente,
i
@i
@x
=
i
i + e
h
e
@V
@x
+ I(t)
i
:
Al derivar con respecto a x esta ultima expresion se tiene
@
@x
h
i
@i
@x
i
=
@
@x
h ie
i + e
@V
@x
+
i
i + e
I(t)
i
:
Luego al reemplazar en la ecuacion (3.2.3) se obtiene
Am

Cm
@V
@t
+ Iion

=
@
@x


@V
@x
+
i
i + e
I(t)

; (3.2.8)
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donde  =
ie
i + e
; con la condicion de frontera
@V
@x
=   I
e
; en x = 0; L;
donde L es la longitud del cable.
Para un cable homogeneo, la fuente de corriente solamente inuye en las
fronteras, mientras que en el interior la fuente es identicamente cero, esto es,
@
@x

i
i + e
I(t)

= 0
En el caso (no siologico) que la corriente ionica sea lineal, es decir,
Iion = V=R y se aplique una corriente constante I, la ecuacion (3.2.8) se
transforma en una ecuacion diferencial homogenea de segundo orden con
coecientes constantes,

d2V
dx2
=
AmV
R
: (3.2.9)
La solucion general de esta ecuacion es
V (x) = c1e
 x + c2ex; (3.2.10)
donde 2 = Am
R
: Utilizando las condiciones de frontera se llega al sistema de
ecuaciones
  c1 +  c2 =   I
e
  c1e L +  c2eL =   I
e
:
Al resolver dicho sistema se obtiene
c1 =
I
e
eL=2
senh(L=2)
senh(L)
;
c2 =   I
e
e L=2
senh(L=2)
senh(L)
:
Reemplazando estos valores en la solucion general (3.2.10) se obtiene
V (x) =  2 I
e
senh(L=2)
senh(L)
senh(x  L=2)
=  2 I
e
senh(L=2)
2 senh(L=2) cosh(L=2)
senh(x  L=2)
=   I
e
senh(x  L=2)
cosh(L=2)
;
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donde 2 = Am
R
: Para un dominio grande comparado con la constante de
espacio , esta solucion muestra decaimiento exponencial a partir de cada
frontera, y es esencialmente cero en el interior del dominio. Esto corresponde
al hecho de que la respuesta a un estmulo es la despolarizacion cerca a una de
las fronteras e hiperpolarizacion cerca de la frontera opuesta, con un peque~no
efecto al interior del dominio.
En el caso que i
i+e
no es constante (no hay homogeneidad resistiva), la
no homogeneidad proporciona fuentes adicionales y sumideros a la corriente
de transmembrana en puntos a traves del interior del medio. Esta distribucion
de fuentes y sumideros es la responsable de la desbrilacion.
En el primer renglon de la siguiente cadena de igualdades se suma y resta
la cantidad r  (ire) con el n de obtener r  (irV ), con dichos calculos
se generaliza el procedimiento anterior a dimensiones superiores.
r  (iri) r 

i(i + e)
 1erV

= r  irV + ire
 r 
h
i(i + e)
 1erV
i
= r 
h
irV + ire   i(i + e) 1erV
i
= r 
h
i

I   (i + e) 1e

rV + ire
i
; (I es la matriz identidad)
= r 
h
i

(i + e)(i + e)
 1   (i + e) 1e

rV + ire
i
= r 
h
i(i + e)
 1 i + e   erV + irei
= r 
h
i(i + e)
 1irV + ire
i
= r  i(i + e) 1
h
irV + ire
i
= r 
h
i(i + e)
 1IT
i
;
donde IT = irV + ire es la corriente total. Por tanto,
r  (iri) = r 

i(i + e)
 1erV

+r 
h
i(i + e)
 1IT
i
en consecuencia, la ecuacion (3.2.3) queda
Am

Cm
@V
@t
+ Iion

= r  i(i + e) 1erV +r  hi(i + e) 1ITi:
De esto se tiene que si i(i + e)
 1 es no homogeneo en el espacio,
entonces cuando IT es diferente de cero, existen fuentes y sumideros
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de corriente de transmembrana en el interior del tejido. Notese que si
i(i + e)
 1 es proporcional a la matriz identidad, no hay anodos y catodos
virtuales y la desbrilacion es imposible. Sin embargo, esto ocurre solamente
si i = ae(iguales proporciones anisotropas), y es conocido que esto no
ocurre para el tejido cardiaco [38, 67].
No hay ninguna duda que estos terminos fuentes existen. En efecto,
los electrodos virtuales se han encontrado para ser inducidos aprovechando
la anisotropa desigual de los espacios intracelular y extracelular [60], la
curvatura de la bra del miocardio [67], la no homogeneidad espacial de la
fraccion de volumen intracelular y la discontinuidad asociada con las uniones
intercelulares [13, 67]. La no homogeneidad espacial se puede considerar del
efecto que produce una breve pero gran corriente cuando se aplica a un hilo
unidimensional no homogeneo de tejido cardiaco. La no homogeneidad viene
del hecho que muchas de las resistencias intracelulares se concentran en las
uniones vacas.
Una pregunta de interes en este analisis es, como las diferentes
distribuciones espaciales de fuentes y sumideros afectan el resultado de la
descarga, este analisis se hara en la proxima seccion utilizando modelos como
el bidominio o con los modelos tipo FitzHugh-Nagumo en conjuncion con el
bidominio [38, 39].
3.3. Sistema Reaccion-difusion
Los sistemas Reaccion-difusion, tambien conocidos como ecuaciones
dinamicas excitables, estan conformados por un sistema no lineal de
ecuaciones en derivadas parciales que describe la excitacion y propagacion
de procesos en medios excitables. Este sistema tiene la forma
@ui
@t
= fi(u1; : : : ; un) +r  (Dirui); i = 1; : : : ; n
donde ui es la variable de estado, fi es el termino de excitacion y Di es el
tensor de difusion. En el contexto de la propagacion de la excitacion cardiaca,
la variable de estado ui corresponde al status (estado o posicion de algo dentro
de un marco de referencia dado) celular, es decir, voltaje transmembrana,
conductividad de canales ionicos y concentracion ionica [33, 46, 58]. El cambio
de variable de estado se determina por los terminos de excitacion fi y el de
difusion r  (Dirui):
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Se pueden distinguir diferentes tipos de modelos, dependiendo de los
terminos de excitacion, de difusion, como tambien de la dimension n del
sistema de ecuaciones. Entre estos mencionemos el modelo de Metodos
Simplicados (FitzHugh-Nagumo) y combinaciones de modelos celulares
electrosiologicos con los modelos de ujo de corriente electrica como el
modelo bidominio o monodominio con ecuacion de Poisson.
Entre los metodos simplicados se puede incluir el de FitzHugh-Nagumo
de dos estados
@v
@t
=
1

 
v   v3=3  w+Dv
@w
@t
= (v +    w) (3.3.1)
con variables de estado, v para el potencial transmembrana, y w para la
recuperacion. El termino difusion se formula para medios isotropicos con
coeciente de difusion D un escalar. Aca los parametros son: 0 < jj < p3,
0 <  < 1 y  1, v =Pni=1 @2v@x2i es el Laplaciano de v. El tensor de difusion
y los parametros son constantes en el tiempo, pero no necesariamente en la
variable espacial. Una formulacion alterna y mas general al sistema (3.3.1)
es la siguiente
@v
@t
= r  (Drv) + c1v(v   a)(1  v)  c2w
@w
@t
= b(v   cw) (3.3.2)
Notese que la propagacion pasiva de la corriente es gobernada por el termino
difusivo de la primera ecuacion, mientras las corrientes ionicas son descritas
por la segunda ecuacion y los dos ultimos terminos de la primera. El termino
cubico se encarga de la activacion. Ahora bien, en este sistema (3.3.2) se
tienen tres puntos jos, v = 0, v = a y v = 1. Los puntos v = 0 y v = 1
son estables y representan el estado en reposo y excitacion respectivamente,
mientras que el umbral de excitacion esta representado por el punto inestable
v = a (vease p.e., [7, 10, 14, 33]). As, un punto en el dominio tiende a v = 0,
excepto las uctuaciones del potencial que excedan a a. En este caso, el
punto se excita y tiende a 1. La variable de recuperacion w trae el sistema
nuevamente al estado en reposo y previene la reexcitacion para cierto periodo
refractario. La presencia de v en la segunda ecuacion, hace que la recuperacion
sea dependiente del potencial de las regiones vecinas, mientras la dependencia
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lineal de w hace que la recuperacion en el tiempo sea de primer orden. Por
lo tanto, una eleccion adecuada de los parametros hace que el estado local
oscile entre el reposo, la excitacion y el estado refractario. Luego este sistema
parabolico de ecuaciones en derivadas parciales, admite una solucion del tipo
onda viajera [12, 31, 45, 63].
Figura 3.3 Forma de onda para el sistema FHN modicado.
Una modicacion de las ecuaciones de FitzHugh-Nagumo permite una
descripcion mas real de la propagacion de la accion cardiaca. Para tal n,
se debe eliminar la hiperpolarizacion (Figura 3.3) que se presenta cuando la
onda solucion del sistema FitzHugh-Nagumo muestra una excursion negativa
de v durante la parte refractaria de la onda, cuando v esta proximo a 0, pero
w es grande (Figura 3.4). Este modelo modicado es el de Rogers-McCulloch
[57] y esta dado por
@v
@t
= c1v(v   a)(1  v)  c2vw +r  (Drv)
@w
@t
= b(v   cw) (3.3.3)
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con tensor de difusion D, y los parametros de membrana a, b, c1, c2, c. Las
variables de estado v y w denidas como en las ecuaciones de FitzHugh-
Nagumo (3.3.1). En este modelo agregamos una condicion de frontera tipo
Neumann
@v
@n
= 0
la cual permite denir la derivada del voltaje transmembrana en los bordes
con normal n.
Figura 3.4 Forma de onda para el sistema FHN estandar.
Desde el punto de vista de los sistemas dinamicos, en ambos sistemas la
trayectoria a traves del ciclo excitacion/recuperacion comienza en un punto
en la fase plana, en donde dv=dt y dw=dt son ambas positivas. La excitacion
v se incrementa rapidamente hasta que cruza su isoclina de crecimiento cero.
En este punto dv=dt es negativa, comienza la recuperacion y v disminuye
hasta que la trayectoria nuevamente cruza la isoclina de crecimiento cero de
v y empieza el trayecto nal al origen (Figura 3.5). En el sistema FitzHugh-
Nagumo no modicado, la trayectoria encuentra la segunda rama de la
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isoclina de crecimiento cero en la mitad izquierda de la fase plana (vease
por ejemplo, [10, 14, 15, 19, 33]). La ubicacion de esta isoclina es responsable
de que v no alcance el valor deseado, sin embargo, en el sistema FitzHugh-
Nagumo modicado, existe una isoclina de crecimiento cero en v = 0 que
previene que v no alcance el valor deseado, vease [57, 58].
Figura 3.5 Dinamica para el sistema FitzHugh-Nagumo.
3.4. Combinacion del modelo celular electro-
siologico con los de ujo de corriente
Un enfoque bien conocido en biofsica consiste en combinar modelos
electrosiologicos de las celulas cardiacas con modelos de ujo de corriente
electrica a traves del espacio intra y extracelular, as como tambien por las
uniones vacas (gap junctions). El modelo que describe la concentracion
y el ujo de iones, como la conductividad de las celulas y el voltaje
transmembrana, es determinado por un conjunto de ecuaciones diferenciales
acopladas. Los dos principales representantes de estos modelos combinados
son los modelos bidominio y monodominio, recordemos estas ecuaciones
r  (irV ) =  r 

(i + e)re

(3.4.1)
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r  (irV ) +r  (ire) = Am

Cm
@V
@t
+ Iion

; (3.4.2)
r  (rV ) = Am

Cm
@V
@t
+ Iion

(3.4.3)
las dos primeras ecuaciones son las del modelo bidominio y la tercera es la
del modelo monodominio.
Como se vio al nal de la Seccion 3.1, el metodo de las diferencias nitas
es una tecnica para resolver las ecuaciones de bidominio. Una alternativa
interesante con el mismo proposito es el metodo de los elementos nitos
[1, 2, 6, 8, 30, 46, 56], en virtud de que este metodo permite ser utilizado
en geometras de deformacion irregular (vease p. e., [2, 8, 30, 56, 69]). A
continuacion se bosquejara la aproximacion de elementos nitos para luego
aplicarlo a las ecuaciones bidominio.
3.4.1. El metodo de los elementos nitos
Desde el punto de vista matematico, el Metodo de los Elementos
nitos (MEF) puede entenderse como un procedimiento para resolver
numericamente problemas planteados mediante ecuaciones diferenciales con
condiciones de frontera o contorno. La losofa del metodo se basa en
dividir el dominio o cuerpo sobre el que se trabaja en subdivisiones mas
peque~nas (elementos), y formular el problema en cada uno de estos elementos
en terminos de ecuaciones mas sencillas. Seguidamente se ensambla la
informacion proveniente de cada elemento, obteniendose un sistema de
ecuaciones algebraicas cuya solucion proporciona la aproximacion buscada.
Una caracterstica importante de este metodo, consiste en reformular
la ecuacion diferencial parcial en una forma equivalente, conocida como
formulacion debil, es decir, el uso de derivadas debiles permite plantear las
ecuaciones diferenciales de una forma particular. Un estudio mas completo
sobre derivadas debiles se encuentra en [2, 6, 12, 45].
Para realizar una explicacion mas ilustrativa del metodo se considera la
ecuacion de Poisson
 u = f en 
;
u = 0 sobre @
: (3.4.4)
Para obtener la formulacion debil de la ecuacion diferencial, multiplicamos
por una funcion arbitraria v de soporte compacto y de clase C1, que ademas
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cumpla la condicion de frontera. Esta funcion se conoce como funcion de peso
o ponderacion. En consecuencia tenemos,  vu = fv.
Ahora bien, usando la identidad r vru = rv ru+vu e integrando
en 
 se obtiene Z


r   vrud
  Z


rv  rud
 =
Z


fvd
 (3.4.5)
Al aplicar el teorema de Gauss y utilizando las condiciones de fronteras
obtenemos
 
Z


rv  rud
 =
Z


fvd
; (3.4.6)
para cada v 2 C10 (
).
Como se menciono mas arriba, al dividir el dominio 
 en peque~nas partes
en las cuales se llevara a cabo la aproximacion, entonces podemos aproximar
u para toda la geometra de cualquier forma. El problema en el cual estamos
trabajando se encuentra en el plano, en la Figura 3.6, se muestra una malla
del dominio 
 particionado en triangulos.
Figura 3.6 
 particionado en elementos triangulares nitos.
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El dominio es inicialmente discretizado en nodos, luego se realiza la
triangulacion entre nodos. Tambien es posible utilizar elementos de cuatro
o mas nodos, sin embargo, los elementos triangulares pueden aproximar un
gran rango de geometras. Los elementos cuadraticos tienen dicultades con
las esquinas.
Se denen funciones base para el dominio en R2, cada nodo tiene una
funcion base y estas se denotaran por i(x; y) para el nodo i. Cada i(x; y)
es no nula, solo en los elementos que comparten el nodo i. Las Figuras 3.7 y
3.8 muestran dos funciones de este tipo, una completamente interna y otra
que tiene interface con la frontera.
Figura 3.7 Funcion i, no nula en elementos que comparten este nodo.
3.4 Combinacion del modelo celular electrosiologico con los de
ujo de corriente 55
Figura 3.8 Funcion i, no nula en elementos que comparten este nodo.
A partir de la formulacion debil se busca una funcion u(x; y) continuamen-
te diferenciable utilizando el metodo de Galerkin, por ejemplo, el cual consiste
que a partir del conocimiento de una base se construye una sucesion de es-
pacios funcionales fHmg de dimension nita generado por f1; 2; : : : ; mg
de manera que H1  H2      H, y
lm
m!1
d(v;Hm) = 0;
donde d(v;Hm) es la distancia de v a Hm, para todo v 2 H. Esta sucesion
de espacios fHmg permite construir la sucesion fvmg siendo vm la solucion
unica del problema variacional aproximado: hallar vm 2 Hm tal que,
a(vm; v) = l(v) para todo v 2 H: (3.4.7)
Esta es la esencia del metodo de Galerkin. Aca a(; ) es una forma bilineal y
l es un funcional lineal. Notese que (3.4.7) no es mas que un sistema lineal
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de m ecuaciones algebraicas con m incognitas, y por tanto para determinar
vm basta calcular cj 2 R tal que
a
 mX
j=1
cjj; i

= l(i)
mX
j=1
a(j; i)cj = l(i); i = 1; 2; : : : ;m
cuyo sistema homogeneo asociado tiene como solucion unica la trivial. Luego
existe y es unica cj 2 R, como tambien lo es vm, donde
vm =
mX
j=1
cjj:
La solucion aproximada vm es, en general, diferente de la solucion exacta
v. Al incrementar la precision, es natural buscar la solucion aproximada en
un subespacio mas grande Hm. Por tanto, para una sucesion de subespacios
H1  H2      H, calculamos la correspondiente sucesion de soluciones
aproximadas vm 2 Hm, m = 1; 2; : : : . El procedimiento para encontrar esta
solucion, se conoce como metodo de Galerkin [1, 2, 6, 30, 31, 56].
Mencionemos tambien que bajo ciertas condiciones sobre la forma bilineal
a(; ), y si ademas, H1  H2     es una sucesion de subespacios de un
espacio de Hilbert H con la propiedad[
m1
Hm = H;
entonces el metodo de Galerkin converge
kv   vmkH ! 0 cuando m!1:
En consecuencia, el problema (3.4.7) se reduce a resolver el sistema de
ecuaciones lineales
Kc = F;
en donde K = (kij) es la matriz de rigidez, siendo kij = a(i; j), el vector
l(i) se llama vector de carga y el vector de componentes cj es el vector de
desplazamientos nodales.
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Si llamamos
a(u; v) =
Z


rv  rud
 y l(v) =
Z


fvd

y reemplazamos en la formulacion debil se obtiene
nX
j=1
vj
nX
i=1
a(i; j)ci =
nX
j=1
vjl(j)
Esto se puede escribir de forma mas compacta como vtKc = vtF ) Kc = F
donde v = [v1; v2; : : : ; vn]
t y c = [c1; c2; : : : ; cn]
t
K =
0BBB@
a(1; 1) a(1; 2) : : : a(1; n)
a(2; 1) a(2; 2) : : : a(2; n)
...
...
...
...
a(n; 1) a(n; 2) : : : a(n; n)
1CCCA
F = [l(1); l(2); : : : ; l(n)]
t
3.4.2. Formulacion debil para la ecuacion de bidominio
La ecuacion de bidominio que se resolvera utilizando elementos nitos es
la ecuacion (3.4.2). Esto es, si 
 es el dominio solucion entonces la ecuacion
(3.4.2) se puede escribir comoZ


h
r  (irV ) +r  (ire)  Am

Cm
@V
@t
+ Iion
i
!d
 = 0;
donde ! es una funcion peso escogida apropiadamente de clase C1(
) y de
soporte compacto. Considerando el potencial extracelular e y la suma de
corrientes ionicas en un tiempo t como parametros conocidos, esta ultima
expresion se puede escribir comoZ


h
AmCm
@V
@t
 r  (irV )
i
!d
 =
Z


f!d
; (3.4.8)
donde f = r  (ire)   AmIion: Aplicando la primera identidad de Green
(vease p.e., [12, 45, 63])
 
Z


wud
 =
Z


ru  rwd
 
Z
 
@u
@n
wdS
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a la ecuacion (3.4.8) al termino Laplaciano (ver p. e., [2, 6, 30]), se obtieneZ


AmCm
@V
@t
!d
+
Z


(irV )r!d
 
Z
 
(irV )n!dS =
Z


f!d
; (3.4.9)
donde n es el vector unitario normal exterior a  , la frontera de 
. Recuerde
que
@u
@n
= run es la derivada direccional de u en direccion del vector normal
unitario n.
De otro lado, el dominio solucion se divide en L elementos con
subdominios 
l y fronteras  l. As, la ecuacion (3.4.9) se puede escribir como
LX
l=1
Z

l
AmCm
@V
@t
!d
l +
LX
l=1
Z

l
(irV )  r!d
l (3.4.10)
=
LX
l=1
Z
 l
(irV )  n!dSl +
LX
l=1
Z

l
f!d
l:
El trabajo que sigue es entonces describir las funciones base, el calculo de las
integrales que aparecen en la ecuacion (3.4.10).
En efecto, podemos escribir la ecuacion (3.4.9) de la siguiente formaZ


AmCm
@V
@t
!d
 +
Z


i

@V
@x
@!
@x
+
@V
dy
@!
@y

d

=
Z


f!d
 
Z
 
(irV )  n!dS:
Ahora bien, la funcion V se puede escribir como
V (x; y; t) =
n+1X
j=1
Nj(x; y)Vj(t)
y haciendo ! = Ni, se obtiene la formulacion debilZ


AmCmNjNid


_Vj +
Z


i

@Ni
@x
@Nj
@x
+
@Ni
@y
@Nj
@y

d
Vj
=
Z


fNid
 
Z
 
(irV )  nNidS (3.4.11)
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Realizando la discretizacion de V en el tiempo en la ecuacion (3.4.11), por
medio del metodo  (vease p.e.,[56]), se obtieneZ


fNid
  
Z
 
(irV )  nNidS
=
Z


AmCmNjNid


V n+1j   V nj
t
(3.4.12)
+
Z


i

@Ni
@x
@Nj
@x
+
@Ni
@y
@Nj
@y

d
  (V n+1j + (1  )V nj )
En este metodo la derivada en el tiempo se reemplaza por la diferencia
@V
@t
= V
n+1 V n
t
donde V n = V (x; tn) denota el valor de la variable en un
tiempo t = tn, t es el incremento del tiempo y tn+1 = tn +t. En general,
se supone que V (x; tn) es conocida y se utiliza como una condicion inicial
para avanzar la solucion al nivel de tiempo tn+1, donde aun no se conoce.
Se introduce ahora un parametro de relajacion  y se escribe la solucion
V en la forma V = V n+1 + (1   )V n; tn  t  tn+1. El parametro  es
especicado dentro del rango [0; 1] y es utilizado para controlar la exactitud
y la estabilidad del algoritmo. Al simplicar la ecuacion (3.4.12) se obtiene Z


AmCmNjNid
 + t
Z


i

@Ni
@x
@Nj
@x
+
@Ni
@y
@Nj
@y

d


V n+1j
= t
Z


fNid
 t
Z
 
i
@V
@t
NidS
 

(1  )t
Z


i

@Ni
@x
@Nj
@x
+
@Ni
@y
@Nj
@y

d

 
Z


AmCmNjNid


V nj
en el modelo bidominio se considera que el tejido esta rodeado por un aislante
y esto conduce a que
R
 
i
@V
@t
NidS = 0: En consecuencia, la expresion anterior
se reduce a Z


AmCmNjNid
 + t
Z


i

@Ni
@x
@Nj
@x
+
@Ni
@y
@Nj
@y

d


V n+1j
= t
Z


fNid
 

(1  )t
Z


i

@Ni
@x
@Nj
@x
+
@Ni
@y
@Nj
@y

d

 
Z


AmCmNjNid


V nj :
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3.5. Implementacion y resultados
Se utilizo el metodo de Elementos Finitos usando funciones bases del tipo
lineal para resolver el problema de la ecuacion Bi-Dominio para la region 2D
que comprendera la seccion transversal del torso (Figura 3.9)
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Figura 3.9 Region en la cual se va aplicar el metodo de elementos Finitos
Se realizo una malla triangular usando el metodo \DistMesh" de Matlab
realizado por Per-Olof Persson y Gilbert Strang del departamento de
Matematicas del MIT (Figura 3.10).
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Figura 3.10 Malla triangular
3.5.1. Construccion de las matrices
Para poder construir las matrices necesarias para realizar el metodo de
elementos nitos, se deben resolver los siguientes tipos de integrales (vease
p. e., [30, 56] o [69]):
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Z

e
N eiN
e
j d
e (3.5.1)Z

e
@N ei x@N
e
j x+ @N
e
i y@N
e
j yd
e (3.5.2)Z


Nifd
 (3.5.3)
Si el vertice i y j no son adyacentes entonces (3.5.1), (3.5.2) y (3.5.3) son
0, en caso de serlo, procedemos para (3.5.1) de la siguiente manera:
Creamos un biyeccion del elemento triangular 
e con vertices en (x1; y1),
(x2; y2) y (x3; y3) hacia el triangulo unitario 

0
Ucon vertices (0,0) , (1,0) y
(0,1), de tal manera que (0; 0)! (x1; y1),(1; 0)! (x2; y2) y (0; 1)! (x3; y3)
tomando la siguiente forma:
m11 m12
m21 m22



x0
y0

+

b1
b2

=

x
y

(3.5.4)
Reemplazando la primera pareja de valores en 3.5.4
m11 m12
m21 m22



0
0

+

b1
b2

=

x1
y1


b1
b2

=

x1
y1

Reemplazando la segunda pareja de valores en (3.5.4)
m11 m12
m21 m22



1
0

+

x1
y1

=

x2
y2


m11
m21

=

x2   x1
y2   y1

Reemplazando la tercera pareja de valores en (3.5.4)
x2   x1 m12
y2   y1 m22



0
1

+

x1
y1

=

x3
y3


m12
m22

=

x3   x1
y3   y1

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Finalmente se obtiene
x2   x1 x3   x1
y2   y1 y3   y1



x0
y0

+

x1
y1

=

x
y

(3.5.5)
Se puede ver que las funciones bases N ei en el nuevo sistema de referencia
toma la forma de:
NU1 = 1  x  y
NU2 = x
0 (3.5.6)
NU3 = y
0
Usando el teorema de cambio de variable tenemos queZ

e
N eiN
e
j d
e =
Z 1
0
Z 1 x0
0
NUi N
U
j jJ jdx0dy0 (3.5.7)
donde el determinante del Jacobiano jJ j de transformacion, viene a ser dado
por:
jJ j =
x2   x1 x3   x1y2   y1 y3   y1

Finalmente realizando los calculos manualmente, se obtiene:Z 1
0
Z 1 x0
0
NUi N
U
j jJ jdx0dy0 =
8<:
0 de otro modo;
1
24
jJ j si i 6= j y son adyacentes;
1
12
jJ j si i = j:
(3.5.8)
Para la integral (3.5.2) sabiendo que N ei (x; y) =
ai+bix+ciy
2Ae
donde Ae es el
area del elemento, se puede ver que
rN ei = (@N ei x; @N ei y) =
1
2Ae
(bi; ci)
Por lo tanto el producto punto de rN ei  rN ej es igual a un valor constante
( K
4Ae
2 ) por lo tantoZ

e
@N ei x@N
e
j x+ @N
e
i y@N
e
j yd
e =
K
4Ae2
Z

e
d
e =
K
4Ae
(3.5.9)
Por ultimo para (3.5.3) se separa la integral sobre 
 en la sumatoria de
cada elemento triangular 
e. Fuera de eso se puede interpolar linealmente
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a f sobre cada elemento usando de las funciones base de tal forma que
f(x; y) = f e1N
e
1 + f
e
2N
e
2 + f
e
3N
e
3 donde f
e
i es el valor de la funcion en cada
vertice del triangulo, de tal forma que:
Z


Nifd
 =
X
e
Z

e
N ei fd
e =
X
e
3X
j=1
f ej
Z

e
N ejN
e
i d
e (3.5.10)
La integral que queda en (3.5.10) se resuelve como se realizo con (3.5.1).
Z
 
w(ire)  d  
Z


irerwd
 
Z


AmIionwd
 (3.5.11)
Para poder representar la corriente ionica, se uso el modelo de Hodgin-
Huxley (2.1.13), de tal manera que usando el metodo de Runge-Kutta de
orden 4, se aproximo el valor de m;h y n, en un tiempo t + 1 a partir
de del potencial electrico y sus valores correspondiente en un tiempo t, y
posteriormente se reemplazaba para tener el valor de la corriente ionica en
un tiempo t+ 1.
3.5.2. Resultados
A continuacion se muestra los diferentes resultados obtenidos al ejecutar
los codigos realizados en Matlab.
En la Figura 3.11 se ven las imagenes de la simulacion cuando f = 0,
se realizo esta para poder comprobar si los codigos se ejecutaban de forma
correcta, dado que el problema al ser muy similar a un problema de difusion
debera comportarse como este. A partir de las guras se puede ver que
precisamente se cumple lo anteriormente dicho, dado que empezando con
una concentracion muy alta en una determinada zona, a traves del tiempo
esta poco a poco se dispersa sobre el medio en el que esta.
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Figura 3.11 Solucion al problema usando elementos nitos y siendo f igual
a 0; (a) t = 0ms, (b) t = 1ms, (c) t = 3ms y (d) t = 38ms
En la Figura 3.12 y la Tabla 3.1 se aprecia el comportamiento del problema
cuando f se modela a partir de las ecuaciones de Hodgkin-Huxley. Como se
puede ver el modelo exhibe un comportamiento muy similar al modelo en
una dimension dado que iniciando en condiciones iniciales para que se llegue
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al umbral de excitacion del tejido neuronal, se llega a una excitacion que
genera un pico aproximadamente (40mV ) y posteriormente se relaja y queda
en su estado reposo (estacionario).
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Figura 3.12 Solucion al problema usando elementos nitos y siendo f a la
corriente ionica representada por la ecuacion de Hodgkin-Huxley; (a)
t = 0ms, (b) t = 0;8ms, (c) t = 1;6ms y (d) t = 2;4ms
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V(mV)
X(cm) Y(cm) t=0 t=0.8 t=1.6 t=2.4
21.287 -4.196 0 1.11E-10 1.62E-09 -2.58E-09
20.298 -3.5235 0 2.76E-10 -3.46E-09 1.86E-09
-7.8766 -6.4217 0 0.015473 -0.27779 -0.17443
2.6534 -3.2117 0 -0.013705 0.036806 -0.02276
1.4626 -3.3715 0 0.080648 -0.078286 -0.13026
3.8612 -0.97971 0 0.0078515 0.032404 -0.047191
4.3814 0.11552 0 -0.011786 0.021813 -0.0014353
0.56013 1.9727 0 5.2271 6.8454 -0.80731
0.48972 4.1321 0 -0.26384 -0.84357 0.26137
-2.8509 4.9594 0 9.3774 2.2559 -12.297
-0.27478 5.1342 0 0.2578 -0.56323 -0.23688
-2.3472 6.0427 0 -0.70323 1.1377 2.03
-4.3975 6.8763 0 -1.0466 0.059181 1.0268
-14.777 6.4532 0 -0.00035324 0.00023761 0.0013885
-13.63 6.7067 0 -0.0024943 0.0038974 -0.0049106
-7.9616 -0.55313 -10 17.948 -25.044 -74.819
-1.3724 3.0159 0 16.299 4.2471 -18.425
-5.7353 -0.26231 -10 18.42 -24.857 -74.638
-5.809 0.73587 -10 18.385 -24.813 -74.249
-6.8151 1.207 -10 20.287 -23.36 -67.38
-5.2984 2.7151 -10 21.911 -21.166 -59.794
-6.8193 -0.88399 -10 17.246 -25.886 -79.08
-6.9138 0.14633 -10 18.65 -24.722 -73.292
-6.1085 2.0038 -10 18.033 -25.616 -76.371
Tabla 3.1 Resultados numericos para ciertos puntos en la malla al problema
usando elemento nitos y siendo f a la corriente ionica representada por la
ecuacion de Hodgkin-Huxley.
3.5.3. Codigos
A continuacion se muestran los codigos con los que se hizo la simulacion
realizados en Matlab, para dar arranque al programa se ejecuta el script
\main." que se muestra a continuacion.
-----------------------------------------------------------------
%% Programa de Elemento Finitos para resolver el problema de
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la ecuacion de Bidominio
% Realizado por:
% Edgar Rodriguez
% Fabio Castellanos
% Asesorados por:
% Andrus Giraldo
clc %Limpia el Workspace
clear all %Limpia las Variables
load('malla.mat') %Carga el archivo que tiene los puntos que
conforman la malla
cant_coef=length(puntos); %Mira cuantos coeficientes se deben sacar.
x=puntos(:,1); %Coordenada x de los puntos que conforman la malla.
y=puntos(:,2); %Coordenada y de los puntos que conforman la malla.
a_m=[100 100]; %Valor Am del problema la primera componente es por fuera
% la segunda es dentro del corazon
c_m=[1 1]; %Valor Cm del problema la primera componente es por fuera
% la segunda es dentro del corazon
sigma_i=[20 60]; %Valor SigmaI del problema la primera componente es por fuera
% la segunda es dentro del corazon
theta=1/2; %Valor theta para el paso metodo.
f=@(x,y,V,W) funcion F( x,y,V,W); %Funcion de carga
delta_t=0.01; %Ancho del paso del Tiempo
phi=zeros(cant_coef,1/delta_t); %Matriz que va almacenar los coeficientes a
traves del tiempo
DT = DelaunayTri(puntos); %Realiza la triangulacion a la Malla
tri = DT(:,:);
for i=1:cant_coef
if (x(i)+4)^2+y(i)^2<16
phi(i,1)=-70;
end
end
% Valores iniciales y parametros del modelo de Hodgin-Huxley
W=ones(cant_coef,3); W(:,1)=0.3553; W(:,2)=0.4824; W(:,3)=0.3787;
eNa=55; eK=-82; eL=-59; gNabar=70.7; gKbar=24.34; gL=0.3; vR=-70;
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cM=0.1;
% Funciones de las derivadas con respecto al tiempo de m,h y n
% respectivamente del modelo de Hodgin-Huxley
h1=@(V,W)
((0.1*(25-(V-vR))./(exp(0.1*(25-(V-vR)))-1)).*(1-W(:,1))-4*exp(-(V-vR)/18).*W(:,1));
h2=@(V,W)
(-1*(1./(exp(0.1*(30-(V-vR)))+1)).*W(:,2)+0.07*exp(-0.05*(V-vR)).*(1-W(:,2)));
h3=@(V,W)
((0.01*(10-(V-vR))./(exp(1-0.1*(V-vR))-1)).*(1-W(:,3))-0.125.*exp(-(V-vR)/80).*W(:,3));
M1 = createM1( x,y,DT,cant_coef,a_m,c_m ); %Crea las matrices y vectores
para el metodo.
M2 = createM2( x,y,DT,cant_coef,sigma_i ); F = createF(
x,y,DT,cant_coef,f,phi(:,1),W);
M=M1+theta*delta_t*M2; N=M1-(1-theta)*delta_t*M2;
view(90, 90); Frames = moviein(1/delta_t);
trisurf(tri,x,y,phi(:,1)); axis([-26 26 -10 10 -100 100 -100 100])
Frames(:,1)=getframe; for i=2:1/delta_t*1000
% Soluciona iterativamente el problema usando el metodo del
% gradiente bi-conjugado
[phi(:,i) flag] = bicgstabl(M,N*phi(:,i-1)+delta_t*F);
% Se realiza el metodo de Runge-Kutta de 4 orden, para actualizar los
% valores de m,h y n en la proxima iteracion
F1W(:,1)=delta_t*h1(phi(:,i),W);
F1W(:,2)=delta_t*h2(phi(:,i),W);
F1W(:,3)=delta_t*h3(phi(:,i),W);
auxW(:,1)=W(:,1)+0.5*F1W(:,1);
auxW(:,2)=W(:,2)+0.5*F1W(:,2);
auxW(:,3)=W(:,3)+0.5*F1W(:,3);
F2W(:,1)=delta_t*h1(phi(:,i),auxW);
F2W(:,2)=delta_t*h2(phi(:,i),auxW);
F2W(:,3)=delta_t*h3(phi(:,i),auxW);
auxW(:,1)=W(:,1)+0.5*F2W(:,1);
auxW(:,2)=W(:,2)+0.5*F2W(:,2);
auxW(:,3)=W(:,3)+0.5*F2W(:,3);
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F3W(:,1)=delta_t*h1(phi(:,i),auxW);
F3W(:,2)=delta_t*h2(phi(:,i),auxW);
F3W(:,3)=delta_t*h3(phi(:,i),auxW);
auxW(:,1)=W(:,1)+F3W(:,1);
auxW(:,2)=W(:,2)+F3W(:,2);
auxW(:,3)=W(:,3)+F3W(:,3);
F4W(:,1)=delta_t*h1(phi(:,i),auxW);
F4W(:,2)=delta_t*h2(phi(:,i),auxW);
F4W(:,3)=delta_t*h3(phi(:,i),auxW);
W=W+(F1W+2*F2W+2*F3W+F4W)/6;
%Actualizo el valor del vector de carga F
F = createF( x,y,DT,cant_coef,f,phi(:,i),W);
%Va graficando y guarda en frames para despues ejecutar la animacion
trisurf(tri,x,y,phi(:,i));
axis([-26 26 -10 10 -100 100 -100 100])
shading interp
Frames(:,i)=getframe;
disp(i*delta_t)
end
-------------------------------------------------------------------
Los siguientes codigos muestran las construcciones de las matrices y las
diferentes funciones que usaran para la realizacion de estas.
-------------------------------------------------------------------
function [ M1 ] = createM1( x,y,DT,cant_coef,am,cm )
%CREATEM1 Crea la matriz M1 (Mira Tesis para mayor informacion)
% M1: Matriz a calcular
% x: Componente x de los puntos que conforman la malla
% y: Componente y de los puntos que conforman la malla
% DT: Triangulacion
% cant_coef: Cantidad de Coeficientes a calcular
% am: Parametro del modelo
% cm: Parametro del modelo
[m n]=size(DT.Triangulation); M1=zeros(cant_coef); for
i=1:cant_coef
for j=1:m
[ pos, esta ] = findPos( DT.Triangulation(j,:), i );
aux_pos=zeros(3,1);
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if esta==1
for k=1:3
aux_pos(k)=DT.Triangulation(j,k);
if((x(aux_pos(k))+4)^2+(y(aux_pos(k)))^2)<16
am_trab=am(2);
cm_trab=cm(2);
else
am_trab=am(1);
cm_trab=cm(1);
end
end
deter=(x(aux_pos(2))-x(aux_pos(1)))*(y(aux_pos(3))-y(aux_pos(1)))-...
(y(aux_pos(2))-y(aux_pos(1)))*(x(aux_pos(3))-x(aux_pos(1)));
for k=1:3
if(k==pos)
M1(i,aux_pos(k))=M1(i,aux_pos(k))+1/12*deter*am_trab*cm_trab;
else
M1(i,aux_pos(k))=M1(i,aux_pos(k))+1/24*deter*am_trab*cm_trab;
end
end
end
end
end
-----------------------------------------------------------------
------------------------------------------------------------------
function [ M2 ] = createM2( x,y,DT,cant_coef,sigmam )
%CREATEM2 Crea la matriz M2 (Mira Tesis para mayor informacion)
% M2: Matriz a calcular
% x: Componente x de los puntos que conforman la malla
% y: Componente y de los puntos que conforman la malla
% DT: Triangulacion
% cant_coef: Cantidad de Coeficientes a calcular
% sigmam: Parametro del modelo
[m n]=size(DT.Triangulation); M2=zeros(cant_coef); for
i=1:cant_coef
for j=1:m
[ pos, esta ] = findPos( DT.Triangulation(j,:), i );
diff_N=zeros(3,2);
aux_pos=zeros(3,1);
if esta==1
for k=1:3
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aux_pos(k)=DT.Triangulation(j,k);
if((x(aux_pos(k))+4)^2+(y(aux_pos(k)))^2)<16
sigmam_trab=sigmam(2);
else
sigmam_trab=sigmam(1);
end
end
diff_N(1,:)=[y(aux_pos(2))-y(aux_pos(3)) x(aux_pos(3))-x(aux_pos(2))];
diff_N(2,:)=[y(aux_pos(3))-y(aux_pos(1)) x(aux_pos(1))-x(aux_pos(3))];
diff_N(3,:)=[y(aux_pos(1))-y(aux_pos(2)) x(aux_pos(2))-x(aux_pos(1))];
area=((x(aux_pos(1))*y(aux_pos(2)))-(x(aux_pos(2))*y(aux_pos(1)))+...
(x(aux_pos(3))*y(aux_pos(1)))-(x(aux_pos(1))*y(aux_pos(3)))+...
(x(aux_pos(2))*y(aux_pos(3)))-(x(aux_pos(3))*y(aux_pos(2))))/2;
for k=1:3
M2(i,aux_pos(k))=M2(i,aux_pos(k))+1/(4*area)*dot(diff_N(k,:),diff_N(pos,:))*
sigmam_trab;
end
end
end
end
-------------------------------------------------------------------------
-------------------------------------------------------------------------
function [ pos, esta ] = findPos( vec, enc )
%FINDPOS Encuentra en un vector si se encuentra un valor y retorna su
%posicion
% pos: Posicion donde se encuentra el valor encontrado dentro del vector
% esta: 1 si logro encontrar el valor, 0 si no lo hizo
esta=0; pos=0; for i=1:length(vec)
if(vec(i)==enc)
esta=1;
pos=i;
break
end
end
-----------------------------------------------------------------------
-----------------------------------------------------------------------
function F = createF( x,y,DT,cant_coef,f,phi,W)
%CREATEF Crea el vector F (Mira Tesis para mayor informacion)
% F: Vector a calcular
% x: Componente x de los puntos que conforman la malla
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% y: Componente y de los puntos que conforman la malla
% DT: Triangulacion
% cant_coef: Cantidad de Coeficientes a calcular
% f: Funcion que calcula la corriente ionica a partir del modelo de
% Hodgin-Huxley
% phi: Vector con el potencial (coeficientes) en cada punto de la malla
% W: Vector con los parametros m,n y h de cada punto de la malla
F=zeros(cant_coef,1); for i=1:cant_coef
aux_pos=zeros(3,1);
for k=1:3
aux_pos(k)=DT.Triangulation(i,k);
end
deter=(x(aux_pos(2))-x(aux_pos(1)))*(y(aux_pos(3))-...
y(aux_pos(1)))-(y(aux_pos(2))-y(aux_pos(1)))*(x(aux_pos(3))-x(aux_pos(1)));
for q=1:3
for k=1:3
if(k==q)
F(aux_pos(q))=F(aux_pos(q))+1/12*...
deter*f(x(aux_pos(k)),y(aux_pos(k)),phi(aux_pos(k)),W(aux_pos(k),:));
else
F(aux_pos(q))=F(aux_pos(q))+1/24*...
deter*f(x(aux_pos(k)),y(aux_pos(k)),phi(aux_pos(k)),W(aux_pos(k),:));
end
end
end
end
--------------------------------------------------------------------------
----------------------------------------------------------------------------
function [ val ] = funcionF( x,y,V,W)
%FUNCIONF Funcion que cacula la corriente ionica en un determinado momento
% segun el modelo de Hudgey-Huxley
% x: Componente x del punto a evaluar
% y: Componente y del punto a evaluar
% V: Potencial en el punto
% W: Vector que posee los valores de m,n y h en el punto a evaluar
val=0; eNa=55; eK=-82; eL=-59; gNabar=70.7; gKbar=24.34; gL=0.3;
vR=-70; cM=0.1; if ((x+4)^2+(y)^2<16)
val=-100*(gNabar*W(1)^3*W(2)*(V-eNa)+gKbar*W(3)^4*(V-eK)+gL*(V-eL))/cM;
end
-----------------------------------------------------------------------------
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3.6. Conclusiones y futuros trabajos
Se termina este Captulo presentando algunas conclusiones que recogen
aspectos importantes de esta monografa; como tambien unos comentarios
sobre futuros trabajos en esta direccion de la biomedicina o bioingeniera.
3.6.1. Conclusiones
La actividad electrica en el tejido cardiaco es un fenomeno bastante
complicado y como tal, en este trabajo, solo se dio un primer paso en
el estudio del mencionado fenomeno, utilizando para ello el metodo de
los elementos nitos y analizado la ecuacion de bidominio para tal n.
En las Figuras 3.11 y 3.12 y en la Tabla 3.1 se muestran los resultados
que se obtuvieron de las distintas simulaciones que se realizaron
utilizando el programa Matlab. Claramente que estos resultados son
susceptibles de mejorar considerando otras condiciones de frontera y=o
datos iniciales.
Todas las corrientes que estimulan el corazon muestran cambios en
el potencial electrico de este. Ademas, el sistema electrico que rige el
corazon es muy variable, ya que depende de las corrientes externas que
inuyen sobre dicho sistema.
3.6.2. Futuro trabajo
Es de interes estudiar como las diferentes distribuciones espaciales
de fuentes y sumideros afectan el resultado de la descarga electrica,
utilizando modelos diferentes al bidominio o el mismo bidominio en
conjuncion con los modelos tipo FitzHugh - Nagumo [38, 39] o traves
de los sistemas dinamicos que permitan explicar y analizar cualitativa
o cuantitativamente dicho fenomeno.
La no homogeneidad del tejido cardaco hace necesario que el modelo de
difusion tenga una caracterizacion especial que implica un analisis desde
la vision de FitzHugh-Nagumo modicado, por ejemplo, este estudio
requiere de analisis numerico avanzado o sistemas dinamicos.
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